■q^-. Theorie de Toda sur reseau et espaces homogenes 
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Resume^ 

La theorie de Toda continue pour SI2 est la consideration de deux 
operateurs de Vertex V±{z) — °exp(±/3(/3(z)) sur des modules de 
Fock, oil ip{z) est un champ libre. Ces operateurs vcrifient pour \z\ ~ 1 
et q = exp(i7r/3^) des relations de g— commutation remarquables. En 
outre, leurs modes zero, V± — § V±{z)dz satisfont les relations de 
Serre quantiques ([!]). Ccci conduit a I'etude du systeme sur reseau 
correspondant dont la limite classique a ete traitee dans [2]. Succin- 
tement, on considere des operateurs Xi et yi soumis a des lois de q- 
commutation. Les somnies E+ = ^ x^ ct E^ = X) y« sont les ana- 
logues discrets de V+ et V-. Sur I'algebre cngendree par les variables 
Xi et Hi, on a une action de f7q(b_), 011 b_ est la sous-algebre de 
Borel negative de s^2- On obtient ainsi une structure de C/g(b_)-algebre- 
module. Un des problemes qui se pose, est de caracteriser cette algebre- 
module en termes de Uq{b-), ou, du moins de caracteriser au moyen 
du groupe quantique Uq{b-) uniquement, une sous t/q(b_)-algebre- 
module de C[x^^,y^ ^,1 < i < n\q qui soit integre et qui possede le 
meme corps de fractions que C[x^ ,y^ ,1 < i < n]q. A isomorphisme 
pres, nous obtiendrons cette sous-algebre module comme un espace ho- 
mogcne quantique sur _B_. Les rcsultats dcmontrcs gcneralisent ceux 
de [2]. 



Abstract 

The continuous Toda theory for s/2 is the consideration of two 
vertex operators V±(z) = °exp(±/3(^(2;)) on Fock modules where (/?(z) 
is a free field. These operators satisfy for \z\ — 1 and q = exp(i7r/3^) 
some remarkable g— commutations relations. Furthermore, their zero 
modes, V± — f V±{z)dz satisfy the quantum Serre relations ([!]). This 
leads to the study of the corresponding system on lattice whose classical 
limit has been treated in [2] . Briefly, wc consider some operators Xi and 
yi which obey to some laws of q— commutations. The sums S"*" = "^Xi 
and S^ — ^Ui are the discrete analogous of V+ and K_. On the 
algebra spanned by these variables, we have an action of Uq{b-), where 
b_ is the negative sub-Borel algebra of s/2. Thus we get a structure of 
C/q(b_)-module-algebra. One of the problems we have, is to understand 
this module-algebra in terms of Uq{b-), or, at least, to caracterize 
by means of the quantum group Uq{b-) only, a sub t/g(b_)-module- 
algebra of C[x^,yf^,l < i < n]q which possesses the same fration 
field as C[x^,yf^,l < i < n]q. We shall obtain this sub- module- 
algebra as a quantum homogeneous space over _B_ . The results proved 
below generalize [2]. 



Classification AMS : 35Q53, 81R50. 
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Introduction 

Une version quantique du systeme sur reseau de sinus-Gordon a ete intro- 
duite pour la premiere fois par Izergin et Korepin ([3] et [4]). Ce systeme a 
depuis ete etudie et developpe par de nombreux auteurs. Voir par exemple 
[5], [6], [7] et [8]. Au niveau classique, B. Enriquez et B. Feigin ont montre 
une bijection entre I'espace des phases du systeme sur reseau et le groupe 
de Lie-Poisson SL2. Nous nous proposons dans cet article de generaliser ces 
resultats, et d'etablir une bijection entre I'espace des phases quantique du 
systeme sur reseau et un espace homogene quantique pour le groupe quan- 
tique Uq{sl2) que nous caracteriserons entierement dans le cas oil q n'est pas 
une racine de I'unite. 

1 Le systeme sur reseau 

1.1 Definition de aJ"\ 

Solent n € N* un entier fixe, et q une indeterminee. On s'interesse a I'algebre 
Aq engendree sur C[q,q~^] par les x^ et y^ ,1 < i < n soumis aux 
relations : XiXj = qxjXi, myj = qyjVi, xtyj = q~^yjXi, yiXj = q'^Xjyi pour 
i < j, et Xiyi = q'^yiXi. 



En utilisant par exemple des extensions de Ore ([9]), on montre que A, 



(n) 



q 

est un anneau integre (non commutatif) qui possede un corps de fractions, 
et que c'est un C[q, q^^] module libre dont une base est donnee par la famille 

Ux1^y^i\ avec Vi, (0^,6^) G Z^. 
1 

Pour i € {1, . . . ,n}, soit C[xj,Xj" ] (resp. C[yi,yj^ ]) I'algebre engendree 

sur C[q,q^^] par Xi (resp. yi) et son inverse, que Ton rend graduee par 

d"xi = 1 (resp. d"yi = — 1). Alors, en notant : 

C[xi, x5"^]0C[yi, yf ^]® . . . (g)C[x„, x~^]^C[yn, yn'^] 

le produit tensoriel q^^ tordu (ordonne) de ces algebres graduees, on montre 
que 1' application : 



/: C[xi,x^']^...^C[yn,yn'] -^ A^"^ 



q 

Ui(§ . . . ®Vn I > Ui. . .Vn 



(1.1) 



est un isomorphisme d'algebres (voir appendice). 
L'algebre A^q est graduee en posant 

d-xi = -9°y, = 1. (1.2) 

L' isomorphisme / ci-dessus est gradue. 



On poser a pour a et b homogenes, 

[a,6]g = a6-g(^°")(^°'')6a. (1.3) 

On note egalement S^ = ^Xj et S^ = ^yj. 

1.2 L'algebre Ug{b^) C Ugis^). 

Soit f7q(b_) l'algebre de Hopf engendree sur C[q,q~^] par e±,k,k~'^ et les 
relations : kk~^ = k~^k = 1, ke±k"^ = q^^e±, ainsi que les relations de 
Serre quantique entre e± et Cqi : 

e±ezp - {q + 1 + g""'")(ej_ezpe± - e±e=pej_) - CzpCj. = 

La comultiplication sur Uq{b-) est donnee par : 

Ae± = k^^ e± + e± O 1, et AA;=^^ = fc^^ A;=^^ 

Nous n'utiliserons pas I'antipode dans cet article. 

On dispose d'une graduation sur Uq{b-) definie par : 

9°e± = ±1 et d°k^^ = 0. 

1.3 L'algebre f/^(n_) C Uq(b^). 

Par definition, C/g(n_) est la sous-algebre de Uq{b-) engendree par e±. 

En notant par [/g(n_)®f7q(n_) le produit tensoriel q""^ tordu de f7g(n_) 
par lui nieme (voir appendice), on dispose d'une comultiplication tordue sur 
C/g(n_) qui est un morphisme d'algebres : 

A: ^,(n_) ^ C/,(n_)^C/,(n_) 

e± I — > l®e± + e±(^l ^ ' ' 

On pent montrer que I'existence de A equivaut aux relations de Serre quan- 
tique. 

1.4 Action de Uqib) sur Aq . 

Pour i G {1,... ,n}, on dispose de deux morphismes d'algebres graduees : 

ipi-. Uq{n-) — > C[xi,xri] 
e+ I — > Xi 
e_ I — ^ 

et 

e+ I — ^ 
e_ I — > Vi 



Done, en eomposant avee A^^" ^' et en utilisant I'isomorphisme / de (1.1), 
on obtient un morphisme d'algebres graduees : 

e± I — > S^ 

Par suite, les operateurs S^ satisfont les relations de Serre quantique. Done, 
les relations de Serre quantique etant homogenes en e+ et e_ , on pent definir 
pour (A, /i) € C^, deux actions a\ et r^ de [/g(n_) sur Ag par : 

VP e 4"^ homogene, ax{e±).P = AS^P, 

et : 

VP € 4") homogene, r^(e±).P = ^q^^°^PT.^. 

On remarque que : 

\/{x,y) G C/g(n_) homogenes, ax{x) o T^(y) = g" ^ ^'^^(y) ° ^^i^)- 

Par suite, on pent definir une action a\^T^ de C/q(n_)(X'{7g(n_) sur 4" ' 
par : 

V(a;, y) G t/g(n_)^, {crx^T^){x®y) = T^{y) o crA(x). 

En eomposant avec A qui est un morphisme d'algebres, on obtient une action 
fx,/i de f7q(n_) sur Ag . En prenant A = —fi = 1, cette action est donnee 
par : 

VP G 4") homogene, /i,-i(e±).P = [S±, P],. 

On peut etendre /a,^ en une action de Ug{b^) sur ^g par : 
VP G ^J") homogene, k.P = q^^^P 

II est facile de voir que Ton obtient ainsi une structure de [/g(b_)-algebre 

module sur Ag . Le calcul montre que pour i G {1,... ,re}, /i^_i(e±).a;j 
tout comme fi-i{e±). yi est une somme de termes tous divisibles par q — 1. 
Par suite, en posant pour P G Ag homogene : 

k.P = q^''Pp (1.6) 

e±.P = ^P±,P]„ (1.7) 



on obtient encore une action de Ug{h-) sur Ag . Cette action est graduee 

pour d°, et munit Ag d'une structure de C/q(b_)-algebre module. Dans 
toute la suite, nous allons nous interesser a decrire cette structure. 



1.5 Definitions elementaires des q nombres et factorielles 
quantiques. 



On definit successivenient : 



ra-l 



o" — 1 - 
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'^ k=0 

n 
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k=l 
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si p < ou si p > Max(0, n) 
si p = ; 

si < p < n ; 



N-l 



Fg{ai,... ,aN) = Yl 



i=l >- 



Oj + aj+1 - 1 



1.6 Definition des Ui et de Ug . 

Pour i G N, soit Ui relement de Ag defini par : 



Ui 



J2 Fg{a2n-l,---,ai){xWi)-''K..{Xnynr ""'"-' Vn^ (li 



ai+... + 0!2n-l=i-'i- 



Cette definition a bien un sens car s'il existe i E {1, • • • , N} tel que ai < 0, 
alors Fg{ai, . . . , ajy) = 0. 

On note Ug la sous-algebre de Ag engendree par les Ui pour 



ie {!,... ,2n}. 

Nous verrons que les elements 1 [ u"' , Oj G N forment une base de Ug . 



i=l 



1.7 Definition de Ag ~ C[N+]g. 

Solent k = C[qi, q~^], 



/q-^ \ 



H 



g4 
gi 
V g~^ 



GM4(A;) ~M2(A;)^ , 



(1.9) 



/I 





R{X,fi) 











o\ 



"T^ T~ ~ri T~ ^ 

q ^X—q^fj, q 2A-g5^ 

^JQ^ ^% 

g IX^ql^ q '2X-q'2fM 

Vo 1/ 



G M4(A;) ~ M2(A;)® , (1.10) 



et A I'algebre libre sur C[q,q^^] engendree par les a^''- pour i,j € {1,2} et 
r G N. 

On pose : 



r=0 

/:(A) = [a,,, (A)], 
C\X) = £{X)(E)Id, 
et C'^{ji) = Id®C{ji). 

Par definition, ^^ est I'algebre quotiente de A par I'ideal engendre par les 
relations : 



,(0) 



(0) _ ^(0) 



a2i = ^,a\i = a. 



2,2 



1, 



amsi que 



et 



R{X,fi)C\X)HC^{fi) = C^{n)HC\X)R{X,fi), 



ai,i{qX) [a2,2{X) - a2,i(A)ai,i(A) ^ai,2(A)] 



fl.lll 



fl.l2) 



^1.13) 



Le calcul montre que ces relations sont a coefficients dans C[q,q ^]. Done, 
ceci a bien un sens. La derniere relation est celle du determinant quantique. 

(r) 

On montre que Ton pent definir une graduation sur Aq par d°aij = i—j- 



II suffit pour cela de considerer I'operateur A 



d_ 
dX' 



On pent egalement definir une comultiplication tordue sur Ag par 



A: Aq 

£{X) 



Aq(^Aq 

C{X)^C{X) 



Pour une demonstration de ce fait, voir I'appendice. 

L'algebre Aq est isomorphe a C/g(n_) par I'isomorphisme gradue : 



^g(n-) 
e_ 



A. 



q 

^2,1 
^1,2- 



(1.14) 



Get isomorphisme respecte les comultiplications tordues. 



1.8 Definition de ^J"\ 

On definit tout d'abord I'algebre Aq"" comme etant le quotient de Aq par 
I'ideal engendre par les elements : a^i ,0'i2 ''^21 ''^2 2 Pour r > n. 
L'algebre Aq est I'algebre engendree par generateurs : 



et relations : 



,(0) _ An) _ in) _ 

"1,1 ~ ""2,2 ~ ■*-' 



( ra ) et dLlI) avec £(A) = [a,j(A)] et a,,,(A) = 5^«S/A^ 



fc=0 



(n- 
1,1 


'l)„(n-l)' _ An- 
"1,1 - "^1,1 


1)' (n-1) 
"1,1 


= 1, 


(n- 
1,2 


^l)„(n-l)' _ An- 
"1,2 — "1,2 


1)' (n-1) 
"1,2 


= 1, 




"2,1 "2,1 — 


"2,1 "2,1 


= 1, 




tin Cio 


CtO tio 


= 1. 



L'algebre Aq est trop grosse pour que Ton puisse esperer obtenir une cellule 

(k) 

de Schubert quantique. II faudrait imposer en plus les relations entre les o^- , 

et a^"]^ , ai2 ■, 021 ' '^22 • Bien que ce ne soit pas notre sujet d'etude, 
nous reviendrons sur ce point a la fin de notre article en enongant une 
conjecture. 

Quoiqu'il en soit, l'algebre A"q definie ci-dessus contient la sous-algebre 
Uq definie ci-dessous, et c'est cette derniere algebre qui va nous interesser. 

Notons que Ton a une fleche naturelle : 

et que si C est une algebre et 



A^n) A{n) 



/ : 4") -^ C 

(n-l)\ f(An)\ 



est un morphisme tel que f{cLi\ ), . . . , f{0'22) soient inversibles, alors, il 
existe : 

g : ^(") -^ C, 

un morphisme rendant comniutatif le diagramme : 

/\ /g 

c 



1.9 Definition de Wg^"\ 

Par definition, lAq est la sous-algebre de JVq engendree par les 2n premiers 
coefficients de a2,2(A)~^a2,i(A) developpe en puissances de A~^. Ceci a bien 
un sens car 02,2 (A) est un polynome en A de degre n dont le coefficient 

dominant Og 2 est inversible. 

Nous verrons que Uq est isomorplie a Uq et s'identifie a un espace 
homogene quantique dont on exprimera la limite classique. 



2 Le theoreme principal 

Nous allons montrer le theoreme suivant : 
Theoreme 2.1 

Tl. Les Ui, i > 1 peuvent s'obtenir comme developpement de la fraction 
continue quantique suivante : 

1 + ( 1 + ( 1 + . . . (1 + {\xiyi)-'y\\yiX2) 



. . . (Ay„_ix„)'M (Ax„y„)-M y-^ (2.1) 



= 5^(-l)^fc+iA-'= 

T2. La sous-algebre Uq engendre par les Ui pour i G {1, . . . , 2n} est une 
sous Uq{b-)-algebre-module de Aq qui possede le mime corps de frac- 

(n) 

tions que Aq . Elle est isomorphe a Valgebre definie par generateurs : 
ti, 1 < "i < 2n, et relations : 

i-i 
\/i < j, q[ti,tj] = (g - 1) ^ tkti+j-k 

k=i 

T3. La sous-algebre Uq de JVq s'identifie a un espace homogene quan- 
tique et est isomorphe a Uq . 

T4. Specialisons q en un nombre complexe non nul, non racine de I'unite, 
et adjoignons a Uq{b-) une racine carree de k, de sorte que Aq reste 
une Uq{b-)-algebre-module, en posant, en plus de (L6) et \l.1i) : 



k^.P = q¥''Pp^ 
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(n) 

pour P homogene. Alors, il existe Iq un ideal de Hopf a droite gradue 
de Uq{b-), et un couplage de Hopf gradue non degenere : 

C/,(b_)//f) X ?/(") -^ C 

qui induisent un monomorphisme d'algehres : 

tel que ( Uq{b-)/Iq I soit la completion formelle de Uq . Autrement 
dit, Uq est un module coinduit : 

(n) 

ou C est muni d'une structure de Iq -module a droite triviale. 

T5. En termes de nouvelles realisations de Drinfeld ([10]), Iq est Videal d 
droite engendre par : /i[0] — 1, h[—k]^ k > 0; e[—l], I > 1; f[—m\, m > 2n. 

3 Plan de la demonstration 

La demonstration se fera en sept etapes, E1,...,E7. 

El. Etude du cas classique. 

Celle-ci nous conduira naturellement a considerer les limites classiques 
des Ui definis ci-dessus. 

E2. Demonstration de Tl. 

E3. Calcul de Taction de Uq{b-) sur les Ui, 1 < i < 2n. 

En vu de montrer que Uq est un f7g(b_)-module, nous calculous 
directement Taction de e± sur les Ui, 1 < i < 2n. 

E4. Construction d'un morphisme d'algebres de Aq dans Aq . 

Nous construisons d'abord un morphisme de Aq dans Aq . Ce mor- 
phisme n'est rien d'autre que Tapplication ip de (|l.5|) lue de maniere 



groupique grace a Tisomorphisme ( 1.14 ). 



E5. Relations de commutations entre les Uj, 1 < i < 2n. 

(n) 

Celles-ci sont obtenues grace aux relations de commutation dans Uq 
via le morphisme precedent et le plongement de Uq dans Aq . 
E6. Demonstration de T2 et de T3. 

2n 

On montre qu'une base de Uq est donnee par la famille 1 I "u"' pour 

1=1 
ai gN. 
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' (n) 

E7. Calcul de Iq et fin de la demonstration. 

L'algebre Uq{b-) etant isomorphe a C[i3-|-]g, on cherche Iq dans 
C[i3-|-]g. Nous y parvenons apres avoir mis en evidence le fait que fac- 
tion de Uq{b-) dans Aq est bi-graduee, et examine faction des al , 
dans Uq . 

El Le cas classique (voir egalement [2]) 

Nous rappelons le procede utilise dans [2] pour obtenir une sous-algebre de 
C[Xj ,|/j ] ayant le meme corps des fractions que C[Xj ,y^ ], stable par 
faction de b_ et facilement exprimable en termes de C/b_. 

El.l 

Soit A une indeterminee, et G = 5L2(C((A^^)) j. On pose : 

i\ f_foo\ , _ A 
0/' -^ ~ li or lo -1 



et 



= s/2«)cC((A-i)); 

b_ = (e0A-iC[[A-i]])e(/®C[[A-i]])e(/i®C[[A-i]]); 
(e ® C[A]) e (/ AC[A]) e (/i AC[A]) ; 



n 



i?_ = exp(b_) et N+ = exp(n+). 



On a : 



= b_©n+. (El.l) 



Soit Pq le bichamp de Poisson defini sur G par Pq = r^ — r'^ ou r est la 
r-matrice trigonometrique standard : 

lA + it, , 2,^ „ . , 

r = -h ®h + (Ae ® f + nf ®e). 

2 A — fj, X — 11 

Soit Pi le bichamp defini par Pi = h^ (E> h'^ — h'^ ® h^ ■ Le crochet de Lie 
[h^,h ] est nul. Par suite, le crochet de Schouten [Pi, Pi] = 0. De meme, le 
fait que r soit ad/^-invariant entraine que le crochet de Schouten [Pq, Pi] =0. 

D'ou une structure de Poisson sur G donnee par P = — Pq + -jPi- 

Le sous-groupe P_ est une sous-variete de Poisson pour la structure 
definie par Pq comme pour celle definie par P. Le sous-groupe N^ n'est 
pas une sous-variete de Poisson pour la structure definie par Pq. Par contre, 
il I'est pour celle definie par P. Dans la suite, lorsque nous parlerons de 
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structure de Poisson sur G ( ou sur I'une de ses sous-varietes) , il s'agira 
toujours de la structure definie par P. 

En generalisant un resultat de DeConcini, Kac et Procesi [11] qui decoule 
lui meme d'un theoreme de Semenov-Tian-Shansky [12], on montre que les 
feuilles symplectiques de A^-|_ sont les B_wB_ n A^_|- on w ^W,W designant 
le group e de Weyl de G. 

(A~" \ '^ '^ ''■ 

\n] ^S — B-Hw^^B-Wn, U^"'' = q\B_ I'ensemble 

de ses classes a gauche dans B_, et 

vr : B^WnB^ — > ^ s^^WnB^ -^ \i?_ = Z^W 

B— 

awnb I — > cl{awnb) i — > cl(6) 

Posons egalement A^"^' = B-WnB^ n A^+. On verifie que A^"^' est I'ensemble 
des matrices 

'"^ ^^ e5L2(C[A]) 



telles que 



et 



c d 



a(0) = d(0) = 1, c(0) = 0, (E1.2) 



d"c = d°d = n. ^ ' 

On montre facilement que la restriction tt' de tt a A^^' est injective, et que 



S 



A-2"c d 



a,b,c,deC[[X-^]]y 



D'ou Ton voit que ^/(") s'identifie a C2„-i[A-i] = C[[X-^]]/\-^''C[[X-^]] en 
associant a p G C2n-i[A^^] la classe de la matrice ( , | dans U^"'' . 
Dans cette identification, I'application tt' n'est autre que : 



a b\ ,,c, , , ,_2„. 



M=^^ ^J ^ cl(-) (mod A-^-) (E1.4) 

Le sous-groupe S etant une sous-variete de Poisson de i?_, on pent munir 
I'espace homogene U^"-' = (^\B_ d'une structure de Poisson telle que vr et vr' 
soient de Poisson. 

L'action d'habillage de b_ sur A^-|_ est definie par : 

Vx ^ b-yn ^ N-^-, Xx{n) = {nxn" )+n, 
13 



en notant par y_|. la projection de y € g sur n+ parallelement a b_, suivant 
la decomposition ( El.l| ). 



Par vr', la restriction de cette action d'habillage de b_ sur la feuille sym- 

plectique A^""^ = B^WnB-^Nj^ de Nj^ se retrouve en Taction par translation 

a droite de b_ sur ^ -JB^WnB- ~ r.\^- = ^'•"^• 
B_ ^ 

in) , ^ ^ 

Soit s I'algebre de Lie de 5, et /^[ I'ideal a droite de Ub- engendre par 
5. Tous les elements de b_ etant primitifs dans C/b_ muni de sa structure 
d'algebre de Hopi 
forme de 5, on a 



d'algebre de Hopf naturelle, I^j est un ideal de Hopf. De plus, d'apres la 



I^j") =< /i - 1, /i A"^, A; > 0; e (g) A"', / > 1; / (g) A"", m>2n>. (E1.5) 

Si X est un champ de vecteur engendre par translation a droite d'un element 
de s, alors clairement : 

V/gC[Z^(")], ev5(X/) = 0, 

en posant evsio) = 9(3) pour g G C[ \B_]. De plus, on a un couplage 
non-degenere : 

Ub./ X C[Z^W] -^ C 

I^r (El -6) 

ix,P) ^ evsix.P) 

avec un plongement d'algebres : 



tel que [Ub-/ j soit la completion formelle de C[U^^^]. 

El. 2 

On munit C^" d'une structure de Poisson par la limite pour g ^ 1 du 
g-crochet [, ]g et nous ne nous interesserons qu'a cette structure. 

Explicitement, si Xi et yi designent les fonctions coordonnees (1 < « < 
n), on a : {xi,Xj} = XiXj, {y^yj} = yiyj, {xi,yj} = -Xiyj, {yi,Xj} = 
-yiXj pour i < j, et {xi,yi} = -xiyi. 

La structure de ?7g(b_)-algebre-module sur An se traduit en une action 
par champ de vecteurs de b_ sur C^". Pour tout P € C[xj,yj, 1 < i < n\ 
homogene {d°Xi = —d°yi = 1), on a : 

k.P = ]-{d°P)P et e±.P = {S±,P} 
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E1.3 

Soit maintenant tpd I'application suivante : 

c^ci : C2" — > N+CG 

On niontre que ipd est un morphisme de Poisson. Or, C* " est une feuille 
symplectique de C^". Done, d'apres ce qui precede, 

3w G W, (/)(C*^") C B^wB_ n iV+. 

En regardant precisement I'image de C* " par I'application cpd, on voit que 
necessairement w = Wn- 

Par ailleurs, en notant ip*^ le comorphisme associe a (pd, on a avec des 

notations evidentes, ^*i{a2i) = ^~^ et '/7*i(ai2) = ^~- Apres calculs, il en 
resulte que Taction de b_ sur C* "" par champs de vecteurs se retrouve en 
Taction d'habillage de b_ sur A^_(_. 

On est dans la situation suivante oia toutes les Heches sont des mor- 
phismes de Poisson, et leurs comorphismes des morphismes de Ub-- mod- 
ules : 

vr' oipd\ / vr' (E1.7) 

Grace a T identification entre U^^' et C2n-i[A^"'^], notons a^ G £\IA^'^'\ la 
fonction coordonnee qui donne le coefficient devant A^*^^. Alors, 

C[ai,...,a2n]=C[ZY(")], 



et, d'apres ( El. 4 ), I'application (vr' o (^ci)* n'est autre que : 

a. ^ ^.^j = coeff devant A-+Mev^*Y^^^l ^^^'^^ 

Notons C/'"^ la sous-algebre de C[x^ ,y- ] engendree par les Ui^ci- C'est un 
C/b_-sous-module de C[xf^,yf^]. 
Le calcul montre que 

-^{(Pclixi,... ,yn)) = 77 7771 Vn^ ■ (E1.9) 

02,2 (AXnj/n) 



l + (Axiyi)-i 
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Proposition El.l Soient ti,l < i < n des variables commutatives. Alors, 
dans C[[tj, 1 < i < n]], on a : 

= Y. i^(«l,---,«n)C---C 



t2 



tn-1 

n-\ 



/ 1 \ 

avec 'par definition, F(a\, . . . , an) = 1 | ( * * ) • 

Demonstration. Par recurrence sur n a partir de la formule : 
1 V ^r ,ypf n + p-1 



j:i-iri '^^-^-^ X^ 



l + XJ ^^ \ P 

p=0 ^ 

vraie dans C[[X]] pour tout n G N. □ 

II en resulte que pour i € {1, . . . , 2n}, 
Ui,ci= Y F(a2n-i,--- ,ai)(a;iyi)""' ...(a;„y„)~"2n-iy-i^ 

ai,... ,a2n-l 
ai + ... + Q,2„_i=i-l 

(El. 10) 
De plus, en definissant par la meme formule Uj^ci pour i > 2n, on a : 

oo 
71 — 1 

On constate que pour /c G {1, . . . ,E( — - — )}, 

U2keC[x-^^^-^,y-\^^,... ,y-^] etu2k+i ^ <C[y-\, x'^^^-^, . . . ,y-\ 

En particulier, on voit que (vr'oyjj.j)* est injective et birationnelle. Done U^^' 
possede le meme corps des fractions que C[x- ,y- ] et est un C/b_-module 
isomorphe a C[U^"'^]. 

De plus, (tt' o ipci)* injective entraine que n' o c^ci est dense. Or vr' est 
injective. Done, (^ci et vr' sont denses. Par suite, en termes d'algebres de 
fonctions, le diagramme ( [El. 7 ) pent se reecrire en le diagramme commutatif 



suivant oil toutes les fleches sont injectives : 



(vr'o^,l)*\ /V'd (^1-12) 

C[xf\yt'] 
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L'image de C[Z//^"^] est U^""' . On peut caracteriser explicitement les algebres 
de Poisson C[>l(")] et C[Zi(")] : 

- Pour C[^("')], on definit tout d'abord I'algebre (commutative) sur C donnee 
par generateurs : 





n- 


1) „(0) (n-1 
, U]^ 2) • • • ) "-1,2 


5 "2,1' • • • 


An) m 

, U21 , 0.2^2 


et relations : 














yi,'i',j,j',k,k', 










"l.l ^ — "2.2 


1 - r7(°) 


= 



(n) 
' '^2,2' 



ai,i(A)a2,2(A) - a2,i(A)ai,2(A) = 1, 

avec 

Vi,j, a„-(A) = ^agh^ 

k 

L'algebre C[^'"''] s'obtient alors en localisant suivant la partie multiplicative 

engendree par a^i , al'2 > 0^2 1 ' '^22 • ^^^^ ^^^ ^^ *^ ^^i* ^^^ dans A^'"'' , les 
degres sont fixes gaux a n — 1 ou n. 

Par ailleurs, apres calculs, on verifie que les crochets de Poisson entre les 
a\ • sont donnes par les formules suivantes : 

V«,i, {aij{X),aij{^)} = 

(A - iJ,){aiA{X), ai,2(/^)} = Aai,i(A)ai,2(Ai) - Aai,i(^)ai_2(A) 

(A - /x){ai,i(A), a2,i(/i)} = -Aai,i(A)a2,i(/i) + /iai,i(/i)a2,i(A) 

(A - ;u){ai,i(A), a2,2(At)} = -Aai,2(A)a2,i(Ai) + Aiai,2(Ai)a2,i(A) 

(A - /x){ai,2(A), a2,i(//)} = -/xai,i(A)a2,2(Ai) + /^ai,i(/^)a2,2(A) 

(A - ;u){ai,2(A), a2,2(At)} = -Atai,2(A)a2,2(Ai) + Aiai,2(/x)a2,2(A) 

(A - /x){a2,i(A), a2,2(/i)} = /"a2,i(A)a2,2(/") - Aa2,i(/u)a2,2(A). (El. 13) 

- L'algebre C[Z^^"^] des fonctions sur I'espace homogene U^^' s'identifie par 
I'application injective (vr')* a la sous-algebre de C[^^"^] engendree par les 

2n premiers coefficients du developpement en A~^ de v{X~^) := — ' . Ces 

a2,2(A) 

coefficients sont les images des Ui definis plus haut. lis sont algebriquement 
independants, et on a C[Z^(")] = C[ai,... ,a„] (en identifiant les Oj avec 
leurs images). 



En exploitant I'egalite (|E1.13D et la propriete de Leibnitz du crochet de 



Poisson, on obtient la relation : 

(A - t,){v{X-'),v{f,-')} = (/x^(A-i) - Xvif,'')) {v{X-') - v{^-')), 

(El. 14) 
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ce qui donne apres developpement : 



Vi < J, {at, Oj} = ^ afcOj+j-fc- (El. 15) 

k=i 



Ces formules decrivent I'algebre de Poisson C\U^^']. 



Revenons au diagrainme ( E1.12 ). La fonction (vr' o c^ci)* envoie ev^ S 
C[Z^'"'^] sur la fonction ev G C[Xj ,y^ ] qui a tout polynome P G C[Xj , y^ ] 
associe son terme constant. Done, d'apres ( [E1.6| ), on obtient le couplage non- 
degeneree suivant : 

^4") (E1.16) 

(x,P) I — > evix.P) 

avec un plongement d'algebres : 



^'"' ^ (^*^-/,,J 



tel que ( Ub- i I soit la completion formelle de U^^> . Autrement dit, JJ^^' 

-'ci 
est le module coinduit : 

[/(")- (C«)(„)[/b_)* (El. 17) 

cl 

Ceci cloture le cas classique. Passons au cas quantique. 

A 

E2 Demonstration de T2 

Elle decoule de la proposition suivante qui est une generalisation de la propo- 



sition El.l 



Proposition E2.1 Soit q une indeterminee, et An = C[q,q~^]. Alors, dans 
A{{ti, . . . , tn}}/In, oil In est I'ideal engendre par les elements tjtj+i— gtj+iti 
pour i G {1, . . . , n} et les titj — tjti pour \i — j\ > 2, on a : 



{l-(l-{l-...{l-tn)-hn-l) '...t2) 'tl] 



"^ Fg(ai,... ,a„)C---C- 



ai,...,o 
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Demonstration. Pour la definition de An = A{{ti, . . . , tn}}/In, voir I'ap- 
pendice. 



Dans le cas classique oii g = 1, on retrouve la proposition El.l. 
Demontrons la propriete par recurrence sur n. 

• Si n = 1, le resultat est clair. 

• Supposons la propriete vraie au rang n. Notons pour tout k, f ^ la valuation 
sur A): correspondant a la graduation telle que Vi, d"ti = 1, et -F^ la fraction 
en question. Clairement, I'application : 



■n—1 ' -^n+1 

J+1 



"" • t- I > t 



est un plongement d'algebres valuees. Par consequent, I'hypothese de 
recurrence montre que : 

Vn+l{in{Fn)) = f„(F„) > 0. 

D'ou : 

Vn+l{in(.Fn)tl) > 1- 

D'apres I'appendice, il s'ensuit que 1 — in{Fn)ti est inversible dans An+i, ce 
qui prouve I'existence de Fn+i- 

Posons : 

Vi = ti, . . . ,Vn-l = tn-1, fn = (1 — tra+l) ^n- 

Alors, 

Vi, j, \i - j\>2 =^ ViVj = VjVi. 

De plus, 

Vn-lVn = tn-l(l " tn+l)~^Vn 
= (1 — tn+l) tn-ltn 
= ^(1 — tn+l)" ini-n-l 
= qVnVn-1- 

Done, en appliquant I'hypothese de recurrence. 



^„+i := (l-(l-(l-...(l-t„+i)-^t„) ^..ta) ^1 

1 - (l - (1 - ... (1 - Vn)-^Vn-iy' . . . ^2) "'«! 

Y, Fg{ai,... ,an)v^"...v^\ 

ai,...,a„ 
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On a 



vZ- = [{l-tn+l)-h^Y^ 






et, par recurrence sur k, on montre que 

|_(1 — iji+l) tn\ = (1 — i„+l) ...{1 — q tn+l) t: 

Ceci vient de la relation 

(1 - tn+l) tn = in (1 - 9 tn+l)- 

Done, 



x-U A-l 



-1 



F„+i =( 1 - (^1 - (1 - ... (1 - tn+l)-'tn) ^ . . t2J il 

^ F,(ai,...,a„)[(l-t„+i)-it„]""...C 

!,■■■ :Qn 



ai,... ,o„ 

On utilise ensuite la relation classique : 

n— 1 



Il(^-^'t)-' = E 



s=0 



fc>0 



n + A; — 1 
k 



t\ 



pour obtenir : 



Fn+i= J2 Fq{ai,--- ,an)(^ 



ai,... ,a„ 



Ctn + l 



Otn + "n+l - 1 



ttr 



'^1 • 



''n+1 I'-ra • • • f-l 



ET-i / X^O^n + l .«! 



Ql,... ,an + l 



n 



De la meme facon, on niontrerait la proposition suivante : 

Proposition E2.2 Soil q une indeterminee, et A = C[g, g^"*^]. Alors, dans 
A{{ti,... ^tn\}/Jn, oil Jn est I'ideal engendre par les elements ti+iti — 
qtiti+i pour i € {1, . . . ,n} et les titj — tjti pour |i — j| > 2, on a : 



l_tjl_t2(...(l-t„)-l) 



1\-1 



Y, F,(ai,...,a„)C...C- 



ctl,... ,a„ 
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E3 Action de Uq{b-) sur les Ui,l < i < 2n 

Tout est resume dans la proposition suivante : 
Proposition E3.1 Pour tout i € {1, . . . , 2n}, on a : 

k.Ui = qui, (E3.1) 

e+.Uj = y^ UrUs, (E3.2) 

r+s=i 

e-.Ui = q-^5J. (E3.3) 

Demonstration. 

La premiere egalite est triviale puisque d°Ui = 1. 
Pour la demonstration des deux autres egalites nous aurons besoin en par- 
ticulier du lemme suivant : 

Lemme E3.1 Pour tons N,ai, . . . , a2N, k tels que k (^ {1, . . . ,N + 1}, on 
pose : 

2k~2 

YNik,ai,... ,a2N) = k-l+ ^ (-l^Oj 
et 



-!• 



X Fg{ai - 1, a2 + 1, . . . , a2fc-2 + 1, 02^-1, • • • , a2N)- (E3.4) 
avec la convention que ao = a2N+i = 0. Alors, 

JV+l 

y^ $Af(/c,ai,... ,a2N) = 0. 
fc=i 

Preuve. La demonstration se fait par recurrence sur N. 

• Si iV = 1, et si (ai,a2) G N^ - {0}, 



J2 Hk, ai, 02) = {q-^ - g-"i)F,(ai, 02) 
fc=i 

+ ^-ai+a2+l(^-(a2+l) _ i)^^(^^ - l,a2 + 1) 

soit 



J2Hk,ai,a2) = iq-l)q-''' 



k=l 



([ai - 1] Fg(oi, 02) - [02 + 1] Fg{ai - 1, 02 + 1)) 
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L'assertion decoule alors de I'identite suivante : 

j2 



V (x, y) e N^ - {0}, [x - 1] Fgix, y) = [y + 1] F,(x - 1, y + 1). 



• Supposons la propriete vraie jusqu'au rang A^ — 1, avec N >2. 
Soit (ai, • • • , 02jv) G N2^ - {0}. On a 



N+l 

^ $Ar(A;,ai,... , 
fc=i 

Af-l 



a2Af) = 



ai, . . . ,a2Ar) 
(E3.5) 



Af-l 

^ <5Ar(A;, ai, . . . , a2N) + ^n{N, oi, . . . , a2N) + ^n{N + 1, 
fc=i 

De plus, on note que pour k £ {1, . . . , A^ — 1}, on a 

$Ar(A;,ai,... ,a2N) = ^N-i{k,ai,. . . ,a2N-2)Fq{a2N-2,a2N-i,a2N) 

Done, I'hypothese de recurrence nous montre que 

Af-l 

y^ ^N{k, ai,... , a2N) = -^N-i{N, ai, . 

k=l 



k 

d'ou 

Af-l 



a2N-2)Fq{a2N-2, a2N-i,a2N) 



Af-l 

V] $Ar(A;,ai,... ,a2Ar) = g^'^Fq(ai - 1,02 + 1,... ,a2Ar_2 + 1) ,- , 

k=i (E3-6) 

X (1 -g-("2iv-2+i))^^(«2iv-2,a2jv-i,a2^) 
Par ailleurs, on a egalement 

$Ar(A^,ai,... ,02Ar) = Q^^Fg(ai - 1, ■ ■ ■ ,a2Ar-2 + l) 

X (g-(a2iV-2+l) _g-a2iV-i)^^(„27V-2 + 1, 02^-1, a2iv) (E3.7) 



et 



$Ar(A^ + l,ai,... ,a2Ar) = q^^ Fg{ai -l,a2 + l,... ,a2Ar_2 + l) 

^ ^-a2^^-l+a2^.+l(^-(a2^^+l) _ 1) i7^(a2j^_2 + l,a2^-l - l,a2N + !)• 

(E3i 
Done, en rassemblant (^3j), ( ^3^ , (^K% et ( |E3^ , on obtient 



N+l 

Y. 

k=l 



y^ $Ar(A;,ai,... ,a2Ar) = q^^Fg{ai -1,02 + 1,... , 



a2Af-2 + 1) X A 



22 



avec 



^ = (1 - g-('^2iV-2+l))^^(„2jv_2,a2^-l,a2Jv) 

+ (g-(«2iv-^+i) - q-''^^-^)Fg{a2N-2 + l,a2N-i,a2N) 
+ ^-a2N-i+a2^+i^q-{a2N+i) _ i) Fg(a2iv-2 + 1, aajv-i - 1, aajv + 1) 



Si a27V-i = 0, le resultat est clair. 
Sinon, on a 

„-(a2]V+l) _ 2^ _ _ 



-(a2]V+l) 



[a27V + 1] (9 - 1) 



et 



[a2N + ^]Fq{a2N-l - l,«2Af + 1) = [a2Af-l - I] Fq{a2N~l, a2N)- 

Posons X = a2N-2, V = cl2N-i et z = a2N- Alors, A = Fg{y, z)B, avec 
S = (l-g-(^+i)) 



X + y — 1 

y 






y 

X + y - 1 

y-i 



En utilisant la relation 
x + y 

y 



X + y -I 

y 



+ 



X + y — 1 

y-i 



X + y - 1 

y 



on obtient 

B = q-^^+^){qy -I) 

Le lemme decoule alors de la simple egalite : 

[y] 



(x+l)(^x_2) 



x + y -1 

y-1 



X + y -I 

y 



X + y — 1 

y-1 



Demonstration de I'egalite ( [E3.3 ) : 

Preuve. 

Soit A; G {1, . . . , 2n}. Nous allons calculer e-.Uk- 

• Si /c = 1, le calcul est immediat. 

• Supposons k > 2. On a : 



e-.Uk = V] Fq{a2n-i,--- ,ai)U{a), 



|a|=fc-l 
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avec 



U{a) = S-(xiyi)-"i . . . (x„y„)--2n-iy-i 



q ^{xiyi) "1 ...(x„y„) 



Vn ^ 



En adoptant la convention 02™ = 1, et en utilisant les regies de commutation 
entre les Xi et les y^, on a d'abord : 

n 



yjivjXj 



+1} 



-a2j 



(Xnyn 



1— a2n-i„,— 1 



Puis, toujours a I'aide des relations de commutation, 



avec pour notation {x} = 1 + 2 + . . . + x, et : 

Xj^a = {ai} + . .. + {a2n-l} 

- ({"1} + • • • + {a2j-i} + {a2j - 1} + {a2j+i + 1} + . • • {a2n-i + 1}) 
= a2j - ia2j+i + 1) + . . . - (a2n-i + 1) 

= j-n+ Y.i-'^f^k 

k=2j 

Done, C-.Uk est une combinaison lineaire de termes de la forme 

{xiyi)-^K..{xnynr^'"-' 
tels que 

P1 + ... + /?2n-l = k-l. 

Le coefficient correspondant est obtenu en regroupant tons les entiers 
j, «!,... ,a2„-i tels que : 

ai = I3i 

0^2 j -I = P2J-1 

Ol2j - 1 = /?2i 
, a2n-l + 1 = /?2n-l 
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On a : 

2n-l 2n-l 

j-n+Y, (-l)'«fe =J-n+Yl {-l)HPk + (-1)'=) 

k=2j k=2j 

2n-l 

k=2j 

Par suite, ce coefficient A vaut 
1 " 
^ i=i 

Fq{P2n-l — 1, /32n-2 + 1, • • • , /52j+l — 1, f32j + 1, /32j-l, • • • , Pi), 

avec 

2n-l 
fc=2i 

Posons 7j = /32n-j pour j G {1, . . . , 2n — 1}, et 70 = 0. Alors, 

2(n~j) 

X',=n-j+ Yl (-l)'^fc 
k=l 

et 



1 " 

A = Y Q^'^ (^~T2(n-j) + l - g-{72(n-j)+l)) 



^ X 

-^g(7l - 1>72 + I,--- ,72{n-i)-l - l>72(n-i) + l>72(n-j)+l>--- >7l)- 



Soit, apres le changement de variables s = n — j 

n—l 
i 



^ n— 1 
A = __■_ y^ qYs+i C^-(72s+l) _ ^-(72,+l)^ 
0—1 ~. ' 





^q(7l - 1,72 + I,--- ,72s-l - 1,72s + l,72s+l,--- ,72n-l; 



avec 

2s 



t=i 

Supposons que 72n-i ^ 2. Alors, pour tout s E {0, . . . , n — 1}, on a : 

Fqill -1,72 + 1,... ,72s-l - 1,72s + l,72s+l,... ,72n-l) = 0. 
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En effet, sinon, il existe s € {0, ... ,n — 1} tel que 

i 71 - 1 > 1 
73 - 1 > 1 



l2s-l - 1 > 1 
72S+1 > 1 

72n-2 > 1 



Done, 



D'ou 



71 + . . . + 72S-1 > 2s 

72S+1 + . . . + 72n-2 > 2n - 2 - (2s + 1) + 1 = 2n - 2s - 2 

72n-l > 2 



/c - 1 = 71 + . . . + 72n-i > 2n 



ce qui est impossible, vu que k < 2n. Par suite, j2n-i < 1, et, en posant 
72n = 0, on a : 



Fq(7i - 1,72 + 1,... ,72n-l " l,72n + 1) = 



et 



Fqill -1,72 + 1,... ,72s-l - 1,72s + l,72s+l,--- ,72n-l) 

= Fg(7i -1,72 + 1,... ,72s-l - 1,72s + l,72s+l,--- ,72n~l,72n)- 

Done, 



n 
^ ~ s=0 



Fq{ji -1,72 + 1,... ,72s-l - 1,72s + l,72s+l,--- ,72n-l,72n)- 



On utilise ensuite le lemnie E3.1 pour eonelure : A = 0. 



Pour la demonstration de I'egalite (|E3.2| ), nous aurons besoin des deux 
lemmes supplementaires suivants : 

Lemme E3.2 Soient ti, . . . ,tn les variables q-commutatives definis dans la 



proposition E2A et B Valgehre qu'elles engendrent. Alors, 

1. L'algebre B est un C[q, q~^]-module libre dont une base est donnee par 
la famille t"^ . . . f"", avec Vi, a, G N. 
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2. Pour tout k € {1, . . . ,n}, Vapplication 

cPk-. B ^ B 

jti, sii^k; 
\^qtk, sii = k. 

est un morphisme d'algebres grauduees. 

3. Pour tout u & B, on posera 

4>k{u) = u{ti,... ,qtk,... ,tn), 
et 

dku = -[n(ti,... ,qtk,... ,tn) -u{ti,... ,tk,... ,tn)]. 

q-1 

Alors, pour tous u et v dans B, on a : 

Sfcl = (E3.9) 

9fe(C---C) = [«fc]C>---,C (E3.10) 

dk{u + v) = dk{u) + dk{v) (E3.11) 

dk{uv) = {dku)v + u[ti, . . . ,qtk,... ,tn)dkV. (E3.12) 

De plus, si u est inversihle, alors 

dk{u'^) = -u~^{ti,... ,qtk,... ,tn){dkU)u~^{ti,... ,tk,... ,tn)- 

(E3.13) 

Demonstration. Pour le point 1, on utilise I'appendice avec q change en 
q^^. Pour le reste, il suffit d'effectuer les calculs. En particulier, les egalites 



E3.9 et E3.10 montrent que I'expression dkU a bien un sens, i.e., que I'on 



pent legitimement diviser par q — I. □ 

Lemme E3.3 Pour toute suite d'entiers a = (ai, . . . , a„), on a : 



f3+^ — a 



Preuve. 

Dans le cas classique, en posant 

fih,... ,tn) 



h. 

tn-l 
1-tr, 
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la relation signifie simplement que 9i(ti/) = /^. 
Dans le cas general, posons 

/ := fl - ti(l - hi- . . (1 - tn)-T' •••)") = (1 - ^^9)-' = h-\ 



avec h = 1 — tig. Alors, par ( [E3.13 ) 



dif = -f{qti,t2,... ,tn){dih)f{ti,... ,tn). 

D'apres le lemme et du fait que g ne depend pas de ti, on a : 

dih = -{diti)g - {qh){dig) 
= -hg 
= h-l. 

Done, 

dlf = -f{qtl,t2,... ,tn){h-l)f 

= - f {qtl,t2, ■ ■ ■ ,t„)(l-/(tl,... ,tn)) 

= -f{qtl,t2,--- ,tn) + f{qtl,t2,... ,t„)/(tl,... ,t„). 

D'ou, 

ti{dif)+hf{qti,t2,... ,i„) =hf{qti,t2,... ,tn)f{tl,... ,tn). (E3.14) 
Par ailleurs, d'apres la proposition |E2.2| , on a : 

/(ti,... ,t„)= Y. ^g(ai,--- ,an)ir---C- 



«!,... ,0„ 



Done, I'application de derivation di etant continue pour la graduation definie 
par la valuation sur S, on a : 

ti{dif)+tif{qti,t2:--- :tn)=ti ^ [ai]Fg(ai , . . . , a^)^^^^ . . C 

ai,... ,a„ 

+ Y. 9"^i^,(«i,...,an)tr'"'---c 

ai,... ,o„ 
ai,... ,a„ 

(E3.15) 
D'autre part, 

f{qh,t2. ■ ■ ■ ,tn)f{tu ...,tn) = { j;F,(^)/Hf . ..tt} X 

P. 



X 

7 
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Soit, 



f{qti,t2, . . . ,tn)fih, ...,tn) = J]F,(^)F,(7)/Hf . ..tttT ■ --tl". 

/3,7 



Mais, vu les relations de commutativite entre les tj, on a : 

j.m j.n mnj.nj.m 



Done, 

f{Qh,t2, , • • • ,tn)f{ti, ... ,tn) 



(/3,7) 



Soit, 



hf{qh,t2,--- ,tn)fitl,--- ,tn) 



V/ Y^ /i+^2Ti+-^"T"-iFg(^)Fg(7)}t°^+^..C- (E3.16) 



a (11,2) 



II suffit ensuite d'identifier ( E3.15| ) et ( [E3.16 ) a I'aide de ( E3.14 ) pour obtenir 
le result at. 

Demonstration de I'egalite ( |E3.2 ) : 

Soit /c G {1, . . . , 2n}. On a; 



e+.Uk 



— ^ Fq{a2n-l,--- ,ai) 



(aj,... ,a2„_l) 
ai + ... + a2n-l=*-l 



^ Xi(xiyi)-"^ . . . (x„y„)-"2"-iy^i - g(xiyi)-°i . . . (x„y„)-"2.-iy-ia;^. 



j=i 



Les relations de commutation entre les Xi et yj montrent que Xi commute 
avec (yj_iXj)~"2i-2 g^ (^^^y.-^-a2j-i^ pour j 7^ i. De plus, 



'ZJ/n ■^i — -^iVn 



XiiVi-iXi) "2 



i-2 — ^— a2i-2 



{Vi-lXi 



-OL2i-2, 



Done, 



— — - 2J Fq(a2n-1,--- ,ai) X 






(qj,... ,Q2n-l) 
ai + ... + a2„_l=fc-l 



^2.-2 _ g-"2.-l)(a;^y^)--l . . . (y,_iXi)-"^-^Xi(Xiy,)""''-^ 



(Xnyn)-"^"-^2/n 



a2n-l„,-l 
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En notant {x} 



x{x + 1) 



y ^t, et en utilisant plusieurs fois les relations 



t=i 



iVj) 



-n ^ „{«}-r7"7/7" 



x^ y 



valables pour tons j et n, on obtient : 



e+.Uk 



(qj,... ,Q2„_i) 

Ql + ... + Qi2„-l=fc-l 



y^ {Ql} + ... + {a2n-l}-({ai} + --- + {a2i-2} + {«2i-l-l} + {Q2i+l} + --- + {«2n-l-l}) ^ 
1=1 

II s'ensuit que e+.u^ est une combinaison lineaire de termes de la forme 
avec, 

f3i + ...+ P2n~l =«! + ...+ a2n^l - 1 = k - 2. 

Le coefficient de {xiyi)~^^ . . . {xnyn)~^^"^^yn'^ est obtenu pour chaque 
multi-indice a = (ai, . . . , a2n-i) et chaque z € {1, . . . ,n} tels que : 

ai = A 

a2i-2 = /?2i-2 

a2i-i = (32i-i + 1 
a2i = /32i - 1 

a2n-2 = /32n-2 — 1 
, a2n~l = /32n-l + 1 

Par suite, 



e+.Uk 



\P\=k-2 i=l 



2n-l 

" n-i+l+ Y: (-l)*+^/9t 

t=2i-l (Q-P2i-2 _ Q-(/32i-l+l)'\ 



Fq{(32n-l + 1, /52n-2 — 1, • • • , /32i — 1, /32J-1 + 1, /?2J-2, • • • , A) 
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avec la notation que \a\ = ^ Oj. 



Le lemme E3.1 applique a ai = 2 et Vi G {2, . . . , 2n}, ai = a2n-i+i entraine : 
(g"^"'^+'-l)Fg(a2„-i,... ,ai) 

2n-l 
_\ q t=2i-l (^Q-a2i-2 _ „-(«2^-l+l)^ ^ 

j=l 
-^g(a2n-l + l,a2n-2 -1,... ,021" 1, "21-1 + l,a2J-2,--- , Oil) 

Done, 



e+^Wfe = ^ [a2n-l + l]i^g(a2n-i,--- ,ai) X 

(xiyi)-^..(x„y„)-^"-y-2. 



(a) 

|Q|=fc-2 



D'ou a I'aide du lemme E3.3 



e^-.Uk = y^ y^ Q/327l + ---+/32n-l72n-2+72n-l ^ 

i+j = k (/3,7) 

|^!=«-l;|7t=i-l 

i^(?(/?2n-l,--- ,/?l)Fg(72„-l,... ,7l) X 

Or, d'apres les relations de commutation entre les Xj et y^, on verifie sans 
probleme que 

(xiyi)-^i . . . {xnyn)-'^'--'y-\xiyi)-^' . . . (x„y„)-T2"-iy-i 

^ „/327l + ---+/32n-l72n-2+72n-l ^ 

(xiyi)~(^i+^^) . . . {xnynr^^'-'^^'-'^yn^ 
Done, 

i+j=k 

x[ Y. F<lil2n-l,---,ll){xiyi)-^'...{Xnyn)-^'-'yn' 



2 

l7l=j-l 



Soit, finalement : 



i+j=k 



D 
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E4 Le morphisme d'algebres de Aq dans Aq 



Bien que cette section soit courte, nous voulons mettre en evidence le mor- 
^v,;„^^ Ar. /[l"J dans Ag' dont la restriction donne le plongement de Ug 



dans Ag . 



Vu Tisomorphisme ( [1.14 ) entre C/g(n_) et Ag, de maniere groupique, les 



morphismes (pi et tpi de ^^ sont les suivants : 



et : 



V'i : 


Ag 




£(A) 


ipi 


: Ag 




C{\) 



An) 



1 



An) 
^q 



1 Vi 

1 

Done, par composition, et en utilisant ([L.l|), le morphisme ip de ( |1.5D n'est 
autre que : 

^, Ag ^ 4") 



A^)"n(i?)G?) 



1 0^ [I yi\ (E4.1) 

I; 

II apparait que (p est I'analogue quantique de I'application ipd classique de 



El. 3, rendant naturel son introduction. 



II est clair que pour k > n,aii , 0-12 ' ^21' ^^22 appartiennent a 



ker if. De plus. 



^[aii ) = yiX2...yn-iXn, 

^^101,2 j = yiX2 ■ ■ ■ yn-lXnUn, 

V'(4"l) = ^lyi • • • Xn-lVn-lXn, 

V'(4?2) = ^lyi • • • Xn-lVn-lXnyr, 



et chacun des termes de droite est inversible dans Ag . Par suite, d'apres 



1.8, on en deduit I'existence d'un morphisme que I'on note encore ip par abus 
de notation : 

ip : ^(") -^ A(") 

Contrairement au cas classique, on ne salt pas si cette application est injec- 
tive. 
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E5 Relations de commutations entre les Ui 

Dans le cas quantique, par restriction du morphisme ^p precedent a Uq , on 



a un diagramme commutatif equivalent a ( E1.12 ), sauf que I'on ne sait pas 
que les fleches en diagonales sont injectives (mais nous montrerons que celle 
de gauche Test effectivement) : 



uip^ -^ 4") 



An) 
Aq 



(E5.1) 



Soit A une indeterminee, et v{\ ^) = a2,2(A) ^a2,i(A). Par analogie avec le 
cas classique, on posera : 

^(^"') = E(-l)'«*+i^~' (^5.2) 

avec \fi E N*, ai G A^^ et Vi G {1, . . . , 2n}, Ui G u':p\ L'algebre ^^"^ est 



par definition l'algebre engendree par les a j, 1 < i < 2n (voir l.£ et la fin 



de |E1.3| pour le cas classique). 

Nous allons etablir une relation de commutation entre v{X~^) et v{fi~'^) 
qui n'est autre que I'analogue quantique de ( [E1.13| ), pour A et ^u deux 
indeterminees. Celle-ci nous fournira les relations de commutations voulues 
entre les Ui pour 1 < i < 2n, en utilisant le morphisme cp. 

Proposition E5.1 L'egalite suivante est verifiee dans Aq {{X^^ , fi^^)) : 

q{X - ^) [v{X-'),v{f,-^)] =iq-l) {f,v{X'') - Xv{f,~')) {viX-') - v{f,-')) . 
Demonstration. On a : 

[v{X^^) - v{fj.^^)] = [a2,2(A)""^a2,i(A),a2,2(/u)""^a2,i(M)] 
= [a2,2(A)" a2,i(A),a2,2(/^)" ] a2,i(/^) 
+ a2,2(Ai)""^ [a2,2(A)""^a2,i(A), a2,i(^)] 
= a2,2(A)~"^[a2,i(A),02,2(/u)~"^]a2,i(/u) 
+ [a2,2(A)~ ,a2,2(/^)~ ] a2,i(A)a2,i(/i) 
+ a2,2(^)~"^a2,2(A)~"^ [o2,i(-^)i «2,l(/^)] 
+ a2,2(^)""^ [o2,2(A)"\ «2,i(/w)] a2,i(A) 
Mais, [a2,i(A),a2,i(/i)] = [a2,2(A)~ ,a2,2(/U~^)] = d'apres ( |1.11| ). Done, 
[v{X'^^) - v{fi^^)] = a2,2iXy [a2,i(A),a2,2(/i)" ] a2,i(/i) 
+ «2,2(At)~"^ [a2,2(A)"\ a2,i(Ai)] a2,i(A) 
= -a2,2(A)~"^a2,2(A^)""^[a2,i(A),a2,2(/u)] a2,2(Ai)""^02,i(Ai) 
+ a2,2(A)""^a2,2(M)""^ [a2,i(^), a2,2(A)] a2,2(A)""^a2,i(A) 
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Or, on peut montrer que (1.11) conduit aux relations : 



[a2,i(A),a2,2(/i)] = [02,1 (a*), 02,2 (A)] 
g(A-;u)[a2,i(A), 02,2(^4)] = (q - l)(Ai02,2(/i)a2,i(A) - Aa2,2(A)a2,i(/i)) 

Par suite, on obtient : 

[f (A^^) - f (a^""^)] = 02,2 (A) ""^ 02,2 (/u)""^ [a2,i(A), a2,2(/i)] 

X (a2,2(A)"^a2,i(A) - a2,2(^)"^a2,i(Ai)) 

En utilisant la relation : 

a2,2(A)a2,2(/") = a2,2(/i)a2,2(A), 

qui provient de ( |1.11| ), on obtient le resultat. □ 

De la proposition precedente, nous pouvons en deduire les lois de commu- 
tation dans Ug . Le corollaire suivant est I'analogue quantique de ( [El .IS] ) : 

CoroUaire E5.1 Soient 1 < i < j < 2n deux entiers. On a : 

i-i 

q [ai, aj] = {q - 1)^ akOi+j^k- 
k=i 

Demonstration. Soient k et / deux entiers positifs. En prenant le coef- 
ficient de A'^^^^'^^ dans chacun des membres de I'egalite exprimee par la 
proposition [E5.1 , on obtient : 



q{[ak+i,ai] - [a^, a«+i]) = {q - l)(-afca/+i - a/a/c+i). (E5.3) 

En faisant k = I, on voit que : 

Vz G N*, q[ai, Oj+i] = {q - l)ajaj+i. (E5.4) 

ce qui est le resultat demande avec j — i = 1. La formule generale se prouve 



alors par recurrence sur j — i k I'aide de (E5.3). 



D 



Relions maintenant les ctj aux Ui. Le lemme suivant generalise I'egalite 
classique (|E1.11|) : 

Lemme E5.1 Pour tout i S N*, ^p{ai) = Ui. Autrement dit, 



+00 



f 



{v{X'')) = 5;(-l)^,+iA- 



fc=0 
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Demonstration. Posons : 



Oifi On 



n 



1 0\ A y, 
Ax,- 1/ lo 1 



• Dans le cas ou n = 1, on verifie sans probleme que di = X{xiyi) est 
inversible, et : 

C/i = (l + (Axiyi)-i)"Vi. 

Le resultat en decoule. 

• Supposons n > 1. On a : 



Lfi-i 



1 



Vn 



AXn XXnt/n + 1 



Done, 



Cn — Cn—i + AUn—l^n 

dn = Cn-lVn + d„_l(Ax„|/„ + 1) 



Done, dn € C[Xj ,y^ ]q[X\ et son coefficient dominant ujn verifie : 

W„ = UJn-l{Xnyn)- 

Une recurrence immediate nous prouve alors que Wn € C[Xj ,y^ ]q est in- 
versible. Par suite, dn est inversible. De plus, 

Un = {cn-lVn + dn-l(Ax„y„ + 1)) (c„_i + A(i„_iX„) 
= (^(c„-l + Xdn-lXn)~^ {cn-lVn + d„-l(Ax„y„ + 1)) j 

= uc„-i + A(i„_ix„)~^(d^ii)"^d^ii(c„_iy„ + d„_i(Ax„y„ + l))j 

= y{d~}^iCn-l + XXn)'^ {d:^^iCn-iyn + XXnyn + l) j 

= {yn{dn-lCn~iyn + Ax„yn) {dn-iCn-iyn + Ax„y„ + l) j 

= (('^n-iCn-iyn + Ax„y„) ((i^iiC„_iy„ + Ax„y„ + l) j y^^ 

= (l + (<-lCn-iyn + XXnynyj Vn^ 

= y- + {dn-iCn-lX^^ Xn^ {XXnyn) + (Ax„y„)) j y„ 



-1 
'n 
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1 + (XXnyn) ^ (l + (i„\c„_iA ^X. 



-1^-1\-1 



Vn 



-1 



7-1 



-1„.-1 ™-l\-l 



1 + (XXnyn) (1 + C^„_iC„-iyn-lA y„_iX„ 



car 






r{k) 



[l + q''Vn-i{Xyn-iXn) ^) , on voit 



Done, en posant Vn = UnVn, et Wn 
que 

De la, on en deduit par recurrence que Vfc > n, {x^yk) et Vn commutent. 
Puis, 

yp G N, [XXnynr^W^'^ = WJt+P^XXnyn)-''. 

D'ou : 

K=(l + H^W(Ax„y„)-l)-^ 

1 + (l + Vn-i{Xyn^iXn)~^) (Ax„y„ 
Soit, a la suite d'une nouvelle recurrence, 



Vn= 1+ 1+ l + ...(l + (Axiyi)-i) \XyiX2)-^ 



. . . (Xyn-lXn) {XXnyn) 



Le resultat decoule alors de Tl et de ( E4.1J ). 



D 



CoroUaire E5.2 Soient 1 < i < j <2n deux entiers. On a : 

i-i 
q [ui,Uj] = (q-l)'^ UkUi+j-k- 



Demonstration. II suffit d'appliquer le corollaire E5.1, le lemme E5.1 et 
le morphisme d'algebres ip. 

D 
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E6 Demonstration de T2 et de T3 



D'ores et deja, d'apres la proposition E3.1 et le corollaire E5l nous savons 



que Uq est une sous C/g(b_)-algebre-module de Ag . II faut voir que les 
relations du corollaire ^^ sont les seules entre les Uj, 1 < i < 2n. 

Soit N € N*, et considerons A4q I'algebre engendree sur C[q,q^^] par 
generateurs : ti, . . . ,tN et relations : 

i-i 
Vi < J, q [ti,tj] = (g - 1) ^ tkti+j_k. 

k=i 



Alors, d'apres le corollaire E5, il existe un morphisme d'algebres note 



')2n 



Li I > Ui 

Considerons egalement la simple application lineaire entre espace vectoriels : 

ijN-- C[Xi,...,Xn] -^ A^f^ 

ZaaX'^'.-.X';:,^ ^ Eaacl(C---0 

a a 

Posons i2n = <p2n°i^2n- Le diagramme suivant est evidemment commutatif : 



C[X,,...,X2n] ^ Mf^^ 

hn \ / 4>2n 

An) 
Aq 



(E6.1) 



Lemme E6.1 Pour tout N , I'application tp^ est surjective. 

Demonstration. Par recurrence sur j — i, en utilisant plusieurs fois la 

formule : 

l-i 

\/k<l, q [tfc, ti] = (g - 1) y^ tgtk+l-a, 

a=k 

on montre que si i < j, alors tjti est une combinaison lineaire de termes de la 
forme tutv avec i < u < v < j. D'oii le resultat. En particulier, remarquons 
que Ton a I'egalite : 

Vz, titi+i = qti+iti (E6.2) 

D 

Proposition E6.1 L'application i2n est injective. 
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Demonstration. Pour fc G {1, . . . , 2n}, notons C[x^ ,■■■ , yt^]q la sous- 

algebre de Ag engendree par j;^ ,... ,1/^^. De meme, C[y^ ,... ,y^"'^]g 

designe la sous-algebre de Ag engendree par y^ ,... ,y^^. Alors, d'apres 
|1.1| , la sous-algebre C[a;^ ,... ,yn^]q est un C[y^ ,... , y^-'^]g-module libre 
(a gauche ou a droite) dont une base est donnee par la famille (x^) ^. 

De meme, la sous-algebre C[y^ , ■ ■ ■ , Vn^jq est un C[x^^-^, . . . , y^^]g-module 
libre (a gauche ou a droite) dont une base est donnee par la famille (y^) ^. 
Toujours pour k G {!,••• ,2n}, notons jk la restriction de 1' application 
i2n a C[Xi, . . . ,Xfc], et montrons par recurrence sur k que jk est injective. 

• Si A; = 1, c'est clair car ii{Xi) = ui = y~^ et la famille {yn^)k&\ est libre 
dans Aq . 

• Soit A; > 2, et supposons le resultat vrai jusqu'au rang k — 1. Pour fixer 
les idees, supposons k pair, k = 2r. Prenons : 

xgC[Xi,... ,Xfc]\C[Xi,...,Xfc_i], 

et montrons que jkix) ^ 0. Posons a = d'^x. II existe des polynomes 
Pq,... ,Pa dans C[Xi, . . . , X^-i] tels que Pa{Xi, ... , X^-i) / et : 

x = Po{Xi,... ,Xk-i) + ... + Pa{Xi,... ,Xk-i)X^. (E6.3) 

Par ailleurs, en examinant la forme des Ui, on constate que : 

Vi G {1,... ,/c-l}, Ui G C[y^7l,.+i,... ,x^\y^^]g, 

et, 

Uk = V + {Xn-r+iyn-r+iy^ ■ ■ ■ {XnynY^yn" (E6.4) 

avec V G C[y^:^^^i, . . . ,x-^,y-%. Done, par (|E6.3|) , 

jk{x) =i2n{x) G C[x;;;l^^i,... ,a;-\y-^]g, 

et le coefficient de jk{x) sur x~°^_,_;^ dans C[x^_^_,_]^, . . . ,2/^^)5 considere 
comme C[y^\j^^, ... , y.^^]g-module est jk-i {Pa{Xi, ... , Xk-i)) qui est non 
nul d'apres I'hypothese de recurrence. Done, jk{x) 7^ 0. Le meme raison- 
nement s'adaptant au cas k impair, on en deduit que jk est injective. Puisque 
J2n = i2n, la proposition est demontree. □ 

CoroUaire E6.1 L'application 02n est injective. 

Demonstration. La surjectivite de 'ip2n, I'injectivite de i2n et la commu- 
tativite du diagramme ( E6.1| ) entraine immediatement I'injectivite de (p2n- 

D 
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CoroUaire E6.2 Pour tout N, V application ip^- est un isomorphisme de 
C-espace vectoriel. 

Demonstration. Le meme raisonnement que precedemment montre que 
■02n est bijectif. 

Reste a montrer que ip2n-i est bijectif pour n > 1. Soit n > 1. On a un 
morphisnie d'algebres : 

,(2n-l) ^ j^j2n) 

Li I > Zi 



r: M^'""-'' -^ M\ 



ce qui nous perniet de definir le morphisnie d'algebres : 

par (f)2n-i '■= <t'2n ° ^- Alors, clairement, r o ^2n-i est la restriction de 
V'2n a C[Xi, . . . ,X2n--i]- De plus, en notant comme dans la demonstration 
precedente j2n-i la restriction de i2n a C[Xi, . . . , X2n-i], on a le diagramme 
commutatif suivant : 

C[Xi,...,X2„_i] "^^^ M^t-'^ ^ Mf-^ 

J2n-1 \ i02n-l / </'2n (^6-5) 

C[xt\...,yt\ 
Par suite, I'injectivite de J2n-i entraine celle de '02n-i- D'ou le resultat. □ 

Etant donne que I'image de A4q " par (/)2n n'est autre que Uq , nous 
avons presque demontre T2. II nous reste a voir que Ug a le meme corps 

(n) 

de fractions que Aq . Ceci decoule du lemme suivant : 

Lemme E6.2 Pour tout k G {1, . . . , 2n}, le corps de fractions de I'algebre 

engendree par ui,... ,Uk est le meme que celui de C[x^_^_^_^, . . . ,y^^]g si 

k = 2r et C[y„_^, . . . , Vn^jq si k = 2r + 1. 

Demonstration. Cela decoule de la formule ([E6.4) si A: = 2r et d'une 



relation analogue si k = 2r + 1. D 

Par suite, T2 est demontre. De plus, d'apres le corollaire E6.2| , on voit 

2n 

qu'une base de Uq est donnee par la famille TT m°' , Oj G N. 

II nous reste a verifier T3. 
Proposition E6.2 La restriction de if a Ug est un isomorphisme de Uq 
sur Uq . 



Demonstration. D'apres le corollaire E5.1| et le fait que (/>2ra soit un iso- 



morphisme de Aiq " sur Uq , on a un morphisnie d'algebres : 

Ui I — > ai 
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Ce morphisme -0 n'est autre que I'inverse recherche. □ 

2n 

Ainsi, une base de Uq est donnee par la famille TT a"' , avec Oj G N. Le 



corollaire E5.1 et la formule ( [El. 15 ) donnant le crochet de Poisson sur U^"'' 



acheve la preuve de T3. 

E7 Fin de la demonstration 

Dorenavant, q designera un nombre complexe non nul, non racine de I'unite, 
et Uq{b-) designera I'algebre obtenue a partir de r"ancienne" algebre de 
Hopf Uq{b^) en adjoignant une racine carree de A; : k^ ^ ainsi que son inverse 
k~2. 

Alors, Uq{b-) reste une algebre de Hopf en posant : 



k'2e±k 2 = q^2e±, 



iW 



et Aq reste une C/g(b_ )-algebre de Hopf en posant : 

k^-2.P = q^hd°Pp, 

pour P honiogene. 

Par ailleurs, pour (i,j) S {I,... , 2n} , avec i < j, nous noterons par 
C[ui,... ,Uj]q la sous-algebre de Aq' engendree par u^. pour i < k < j. 
C'est une C/g(b_)-sous-algebre-module de Uq . 

E7.1 Graduation principale sur Aq et [/^(b ). 

En plus de la graduation utilisee jusqu'ici, nous disposons d'une graduation 
principale sur Aq' et Uq{h-) definie de la fagon suivante : 

OpXi — dpUi — J-, 

et 

Cette graduation (principale) est interessante car Paction de Uq{b-) sur Ag 
est graduee (pour cette graduation comme pour I'autre). 
II est facile de voir que : 

Vi G {1, . . . , 2n}, d°Ui = 1 et d°Ui = l-2i. 

Par suite, en posant d° = d° , et (?2 = -{d°—dp), on obtient deux graduations 
sur Uq et Uq{b-) telles que : 

Vi G {1,... ,2n}, dlui = ldlui = i, 
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dZe± = 1, d°k^^ = 0. 



et : 



9i°e± = ±1, d^e+ = 0, 5^e_ = -1, d^k^^ = d^k^^ = 0. 



Lemme E7.1 Soient k € {I,--- ,2n} et P ^ C[tii,... ,Uk]q homogene. 
Alors, 

dlP < d°2P < k diP. 

Demonstration. C'est clair, car si P = n°^ . . . ■u^'', alors : 

dlP = ai + a2 + . . . + cefc, 
et 52-P = ai + 2a2 + . . . + /cafc- 

D 



E7.2 L'ideal /^ 



(n) 



Nous cherchons a generaliser I'isomorpiiisnie ( E1.17| ) qui provient du cou- 



plage non-degeneree (|E1.16| ). Nous somiiies done amener a consider er l'ideal 
a droite Iq de Uq{h-) defini par : 

4") := [x G Uq{b.)/e{x.P) = VP E C/f )}, 

ou £ designe revaluation du terme constant dans Aq comme dans Uq 
(c'est la meme chose). Notons que la fonction e est un morphisme d'algebres 
et que si P € Uq est homogene pour 9° ou 82 de degre strictement positif, 
alors e(P) = 0. 

L'ideal a droite Iq se decrit difficilement dans I'algebre C/q(b_). Par 
contre, nous allons voir qu'il s'exprime aisement comme ideal de C[P+]g 
ainsi qu'en termes de nouvelles realisations de Drinfeld. 



E7.3 Definition de C[B+]q. 



Ak) 



C'est I'algebre engendree sur C[q2,q 2 ] par les generateurs : a\ ^ et les 
relations : 

P(A, fi)Ci{X)C2{i2) = C2{ij)Ci{\)R{\, /u), (E7.1) 

ou P(A,/i) est la P-matrice de ( |l.lOf ), et : 

aSl = 0, (E7.2) 

ainsi que : 

ai,i{q\) [a2,2(A) - a2,i(A)ai,i(A)'iai,2(A)] = 1. (E7.3) 
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La derniere relation est celle du determinant quantique. On a en particulier : 

af}af^ = af^af} = 1 (E7.4) 

V.,j,a,/3, aQcJS=c^a^ (E7.5) 

On pent egalement definir une antipode qui ne nous sera pas utile ici. On 
montre que I'on obtient une algebre de Hopf. La comultiplication est donnee 
par : 

A: C[B+]g -^ C[B+]g 

C{X) ^ C{X)(E)C{X) 

L'algebre C[S+]q est bigraduee naturellement : 

- par d°(^a\ ■) = k correspondant a la derivation : 

d(L(A)) = A^L(A) 

- par 9'°(a^ • ) = 2(j — i) correspondant a la derivation : 

d'{L{X)) =ad(/i)(L(A)). 

Nous poserons d° = — d'° et 82 = — d'° — d° . Done, 

Vi,i,fc, d'i{af])=i-j et a2°(aS5)=i-i-/c. (E7.6) 

Nous admettrons la proposition : 

Proposition E7.1 L'application suivante entre Uq{b-) et C[B^]q est un 
isomorphisme d'algebres de Hopf bigradue pour df et 82 ■' 

Ug{b 



'-) - 


- C[B+]q 




(1) (0) 


e+ - 


-^ "■2,l"'2,2 




^(0)^(0) 


e_ — 


"^ "'1,2"'1,1 


kh - 





k 2 — > al I 

Nous allons maintenant nous interesser a Paction de C[i?+]g sur Uq via 
I'isomorphisme de la proposition precedente. Commengons par calculer Pac- 
tion des a- ■ sur Uq . 

E7.4 Action de a2j sur Uq . 

Soit k > 1. On a 5f(a2J^) = 1. Done, si P G Aq est lioniogene pour 

d°, 0,2 l-P est homogene de degre strictement positif pour df. Par suite, 

Ak) ' („) 
""2,1 ^ -'g • 
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E7.5 Action de a\ { et 022 sur les Ui, 1 < i < 2n. 



^oiA^h 



,(1) 



(1) ^ An) 



On a dl{a\[) = et 5f (ai|l) = -1. Done ,a\\{ G /f^ et : 



Vi, 3aj, a-[ [.Ui = ajU- 



■j-i- 



Notons (j) risoniorphisnie de la proposition |E7.1| . II est bigradue. Done, 

3 A, //, r, s, a^ { = [A/c''e+e_ + /ufc''e_e+] . 

Par suite, Oj est independant de i. Notons que ( |E5.4 ) peut se reecrire : 

Vfc, UkUk+i = quk+iUk- (E7.7) 

En appliquant a\ [ aux deux membres de I'egalite precedente pour k = \, 
et en utilisant la structure de C[i3+]g algebre- module, on constate que ai = 

De la meme fagon, on prouve que 02 2 ^ ^q ^^ ^^^ • 



3 /3 7^ Vi, 0,2 2-Ui = Pu, 



i-l- 



Le calcul montre que a 



_ 1 
q_J_ 

q-l 



et (3 



_i 
q 2 



E7.6 Action de 0^2 , A; > 2n sur f/^ 



Soit k > 2n. On a ^^0^2"^^ 



-1 et d^a[% ^^ 



-k. Done, 



Vj €{!,... ,2n}, aSV^.Uj=0. 



Par ailleurs, si P et Q sont homogenes dans Uq , alors : 



^fo'\{PQ) 



Y: e[a[-lP]e[a[%Q]+ Y. 4<IpH<M 

a-{-i3=k-l a+/3=fc-l 



,('=) ^ yW .f .e^) ^ /-(") 



}oiAk)-y 



Or, si A: > 0, a^^/ G if^ et o^^ G if^ Ceci vient du fait que dl{a>l{) = et 



Done, 



-k. 



Ak-i) 



,(0) 



(fc-i) 



,(0) 



t,^.{PQ) = ela^l'l.PWir .Q] +e[af-'KP]e[aZ.Q\. 



Par suite, on montre par recurrence sur d°P, que si P est homogene, alors 



e [a^^ 2 -f ] = d'ou Ton deduit que a^^ 2 ^ -^i 



(fc-l) ^ j{n) 
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E7.7 Action de af^ ^\ k < 2n sur [/^"\ 



Soit k < 2n. On a toujours c?°a^ 2 



,o„(fc-l) 



-1 et 92a-[ 2 



o„(fc-l) 



-/c. Done, 



3CfcVi, a[^-^\ui = CkSt 



(E7i 



D'apres les propositions E3.1 et E7.1, on a Ci 7^ 0. De plus, en appliquant 



a\2 a (|E7.7D , on constate que : 

3r/0VA;, Ck+i = rCk- 

Par suite, Ck 7^ 0. En particulier, a^ 2 ^ -^<?" • Le calcul montre que 

1 



,- ^^_^^ et C, = q-^. 

E7.8 Action de a[^l et 4^^, A; > 1 sur [/g^"\ 

Soit A; > 1. Comme on I'a deja remarque precedeniment, on a (?°(a^ 1) = 
et 9^(aS^J) = -k. Done, aj^J e 4"^ et : 

En appliquant a]^ { aux deux membres de I'equation et en utilisant ( [E7.5| ), 
on constate que Aj^^ est une constante Afc independante de i. Par ailleurs, en 

appliquant a\{ a ( E7.7 ), et en regardant le coefficient devant uiu^ suivant la 



2n 



base ] f w"S a, G N de Uq , on pent calculer cette constante, et on constate 



que Afc = / 0. 

q-1 

De la meme fagon, on montre que 03 2 G Iq et que : 



(k) 



avec /ifc 



Ck 

7^ 



/o. 



E7.9 Calcul de 4"\ 

Notons /q I'ideal a droite engendre par les elements : 

D'apres ce qui precede, on a /q C Iq . Nous allons montrer qu'en fait 
/q = Iq . Pour cela, nous aurons besoin de la serie de lemmes suivants : 
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Lemme E7.2 Pour r e {1, . . . ,2n}{i,j) G {1,2}^, ei A; G N, on a : 

yPe C[UI,... ,Ur]q, a\j.P G C[U1,... ,Ur\q. 

Demonstration. Cela veut juste dire que C[ui,... ,iir]g est un [/g(b_)- 
module. □ 



Lemme E7.3 VA; G {1, . . . ,2n}, VP G C[ufc+i, • • • ,'U2n]g, 4^2 ^^-^^ = 0. 
Demonstration. Par recurence sur d°P, et en utilisant la formule : 

n=l u=l 

D 

Lemme E7.4 Pour r G N, A; G {1,... ,2n}, a G {1,... ,/c - 1} ei 
i G {0, . . . ,r — 1}, il existe P-i^a G C[ni, . . . ■,Uj^-i\q tel que : 



r-l 

{a) r 

^2,2 •% ~ 

i=0 



7 ^Pi,aU\. 



Demonstration. La demonstration se fait par recurrence sur r. Soit 
A; G {1, . . . , 2n}, et a G {1, . . . , A; - 1}. On a : 

4?2-<'^^ =«2"2-K4) 






^ (4?i-wfe)(aS^^.4) + ^ (4"2.ufc)(432-^Q 



Done, d'apres le lemme precedent, le fait que 03 { = 0, et I'liypothese de 



recurrence, on a avec les notations de la section E7.8, 



a r— 1 

(o) T+1 - r \~^ X~~^ D i 

'^2,2 -^A; ~ 9 ^ ^J'aUk-aUk + / ^ l^a-xUk+x-a / ^ Pi,xUk ■ 

x=l i=0 

II suffit ensuite d'utiliser les relations de commutation entre u^ et Ui, i < k 
(lorsque x = a) pour obtenir le resultat. □ 

Lemme E7. 5 Pour A; G {!,..., 2n},j G {1, . . . , A; - 1}, r G N, et 

P G C[ui, . . . ,ui:_i]g, Us existent des Pi G C[ui, . . . ,n/;_i]g tels que : 

a 



^^'K{Pui) = Y,P.^- 



i=0 



Ces Pi sont uniques. De plus, Pr = q^ai2 -P- 
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Demonstration. On a : 



a+p=j-l a+/3=j-l 



La derniere somme est nulle en vertu du lemme |E7.3| . Done, 

p=i 



II suffit ensuite d'appliquer les lemmes E7.4 et E7.2| pour obtenir I'existence 
des Pi. L'unicite est claire car C[ni, . . . , Uk]q est un C[ui, . . . , «/;_i]g-module 
libre. □ 



a) / , la somme 



Lemme E7.6 VA; G 1, . . . , 2n V/ G N* 3 C^,; / af^^ ^^-4 = C'fc.i^ir^ 

Demonstration. On a A*^'^-^) (a]^ 2" ) = S 'Hi ® • • 

portant sur les indices ii,... ,ii+i,ai,... ,0^ tels que ii = l,iz+i = 2 et 

X^tti = ^- 1- 

Soient ii, . . . , i;+i, ai, . . . , a; de tels indices, et notons r le plus petit entier 

verifiant v = 2, de telle sorte que i„ = 1 si n < r. D'apres ( E7.8 ), on a 

flj^^iV -"^fc ~ Oi 2~ -""A; = sauf si Qr-i = fc — 1, auquel cas on a Vj / 
r — 1, aj =0 car ^^ a^ = k — 1. Faisons I'hypothese qu'il existe s > r tel 
que is = 1, et soit sq le plus petit entier > r verifiant cette propriete. Alors, 



on a So > r, et a. 



(Qsq-i) 



,(0) 



2 I = 0. Par suite, pour calculer al ^ -(^L)) oii 



^ / / -, ^ II r^i >iiiii,i-' iiiiiii i^iiiiii-^i 1^ 

«30-l'*»0 

pent se restreindre a sommer sur les indices ii, . . . , iz+i, ai, • • • , a; tels qu'il 
existe r G {1, ... , /} verifiant : 



n 



1; ir+i 



i[ = 2\ Or = k — 1 et Vj 7^ r, a,- = 0. 



Done, avec les notations de la sous-section E7.7, 



(fc-i) I 
a, 2 •'"'fc 



i 



(0) ., ^ .(fc-i) „, {JO) 






r=l 

I 



yicmc ternic 



EK^-rO^H^^'"^^-i 



r=l 



r=l 



D'oii le resultat, car q n'est pas une racine de I'unite. 



^2,2 



^ifc) 



(E7.9) 



D 
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Lemme E7.7 Soit fc G {1, . . . , 2n}. Alors, Va^ 3 Aq^. / tel que : 



Demonstration. On peut supposer que P est un monome en 



I <i <k-l. Posons n^ = SfP, i G {1,2}. Si e 
alors : 

'-'i "1,2 

pour i G {1,2}. Done, 



n,2 



.(P<^) 



es Uj, 



5°a(V^)"'=+afp«^ = o, 



"-1 + /3fc = Uk 
n2 + k(3k = kuk 



D'oii 722 = /cni. Mais d'apres le lemme E7.1 , ceci entraine ni = n2 = 0. Done 
P est une constante et Ok = Pk- Reciproquement, si ak = Pk ^^ P = ^{P)i 
en utilisant plusieurs fois le lemme p]7.6|, on a : 



(aiv^y\(p.-)l =^(^)ef(4'2'^T^-^l =^(^)a.„ 



avee A^^ ^ 0. 



D 



Idealement, on aimerait obtenir une base duale dans I'algebre engendree par 

2n 

les Oj^ 2 > (^-vec A; G {1, . . . , 2n}) aux I I u"' pour la forme bilineaire : 



i=l 



{x,P) 1 — ^ e(a;.P). 
Mais eeci n'est pas tout a fait evident ear on a par exemple les egalites : 



45) •("2M4) 



7^0 



et 



,(1)^(3) 



alkali). {u2U4)\ /O. 



2n 



Done, il serait illusoire de eroire que les T [ (0^*2 ) ^st la base duale des 



i=l 



2n 



I I M°' eomme pourrait nous le laisser supposer la formule (E7.8) 



i=l 



Pour se tirer d'affaires, considerons < la relation d'ordre lexieographique 
naturelle sur N^", R le "renversement" de suites : 



R: N2" 



^2n 
(«2n-i+l) 
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et :< la relation d'ordre lexicographique inversee definie par : 
y{ab) G (N2")^ a r< 6 ^^ R{a) < Rib). 

Prenons I'exemple n = 2. La suite des coefficients correspondant a 7x2^*4 
est /? = (0, 1, 0, 1) : U2U4 = UiU^u'^ul. La suite des coefficients correspondant 

a {aflf est a = (0,0,2,0) : {a?lf = {a?l)\a^^})\aflf {af}f . On a 

a^/?ete[n(«&T-n-f]^0 

Le lemme suivant montre que ce genre de choses ne pent pas se produire 
si /3 ^ Q. 

Lemme E7.8 Soient k e {1,... , 2n} et a e N''. Alors, il existe Ma S C* 
tel que : 

y(3:<a, e[n(aSyy\n^f]=M„e 
1=1 1=1 



Demonstration. Par recurrence sur k. Sik = 1, on applique le lemme E7.7 
avec P = 1 et A; = 1. Supposons le resultat vrai jusqu'a I'ordre k — 1 > 1. 
Soient a et P deux suites finies dans N^, tels que (5 ^ a. Posons : 



En vertu du lemme E7.5, on a : 



ifliPui'^) = Y.p^fi<^ 



avec Pifl e C[ni, . . . ,nfc_i]g et P/3^,0 = Q'~a^.P. 

En appliquant de maniere repetee a^ 2' • • • > "1 2 autant de fois qu'il le 
faut aux deux membres de I'equation precedente, et en utilisant les lemmes 
E7.2| et [E7.5| , on voit qu'ils existent des Qi uniques tels que : 



et : 



Qi G C[-Ui,... ,Uk-l]q, 

j=0 
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Ak-l) 



D'apres ( E7.5 ), les a\2 coinniutent entre eux. Done, en reprenant la no- 



tation de la constante Aa^. 7^ introduite dans le lemme E7.7, on a : 

4n(«'u'')°"-n''f]=4(<>&'')°'(<.S)"...(<.'i-^')°'".(f"f') 



i=l 



i=l 






i=0 

Or, (3 ^ a. Done, /3fc < a^- Done, 

k k 



^[n(«&^T^n-f]=^-^(^/3j'^^: 



k 
Ofe 



i=l 



l^ki 



fc-1 



fe-1 



Si at i^ Pk, cette quantite est nulle eomme attendue. Sinon, on a : 

(/3i,... ,/3fc^i) ^ (ai,... ,afc-i), 

et on applique I'hypothese de reeurrenee. D 

Nous pouvons a prsent en deduire la proposition : 

Proposition E7.2 L'ideal a droite Iq est engendre (a droite) par les 
elements : a^" , 02 2 ) 021 1 cti 2^ " i cti 1 ~ !> 0^2 2 ~ ^^ avec a > 0. Autrement 
dit, 4"^ = Jo- 



r(") 



Demonstration. Soit x € Iq ■ Montrons que x G Iq- Pour tous entiers 
{i,j, k, I) € N^, et toutes suites d'entiers a = (a.^), < r < i, P = {(3s), < 
s < j, ^ = {"ft), < t < k, 6 = {5u), < u < I, on pose : 



X 



i,j,k,l 



ri(4:i)°'ri(<.a)''n(4S)"ri(<.S)'". 



r=l 



i=0 



«=0 



D'apres la definition de C[B^]q, on pent voir que x est combinaison lineaire 
de termes de cette forme. Etant donne i,j,k,l,a,(3,"f,6, ehaeun des eas 



suivants entraine x 



i,j,k,l 



e/n 



a,/3,7,(5 *= -'0 • 

II existe r tel que ar > 0, 



II existe s tel que s/?s > 0, 
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- II existe t tel que t^t > 0, 

- II existe u S {2n, ... , /} tel que 5u 7^ 0. 

Par ailleurs, si i G {1,2}, a\J — 1 G /q- Done, la for mule du binome montre 
que Ton peut supposer que x est en fait une combinaison lineaire de termes 

2n 

de la forme I I (af 2 ) • Pour conclure, il suffit de montrer que x = 0. 
Supposons le contraire, et posons : 

2n 
aeE i=l 



(i-l)N°» 



Oil E est un ensemble fini non vide tel que Va G E Xa ^ 0. Soit a le plus 
petit element de I'ensemble E pour la relation d'ordre :<. Alors, en utilisant 



2n 



le lemme E7.5, et en regardant Paction de x sur I I n"% on constate que 



1=1 
A„ = 0. Contradiction. D 



Remarques : 












1. 


Sous forme 


ramassee, 


Taction de Uq{b^) sur ^ 


es Ui 


est la suivante : 








e+.'u(A) = 

e_.'u(A) = 

k.u{X) = 


-x-\'^{x) 

qu{X). 








avec m(A) = 


+00 

j=0 


Ui+iX~\ 








2. 


Soit 












T: 


C[ni,.. 


■ ,U2n-l]q 
Ui 


-^ C[mi,. 

> Ui+l 


.. ,U'2 


1 - r/("^ 

n\q — ^q 



I'application de translation sur Uq . On peut verifier que T est bien 

un morphisme d'algebres. 

Alors, pour i G {1, 2}, fc G {1, . . . , 2n\ et x G C[ufe, . . . , U2n-i]q on a 

(fc-l) rj, rr {k-l) 

a- • oT.x = T oa\- ' .x 



De plus, en reprenant la constante r de E7.7, on montre que si A; G 



{!,... , 2n — 1} et a; G C[ufc, . . . , U2n-i\q-, alors : 

(fc) rr rr {k-l) 
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3. On doit pouvoir remplacer ^ par < dans le lemme E7.5 



4. En reprenant la for mule ( |E7.9 ), il semblerait que lorsque q est une 



racine primitive l—ierae de I'unite, I'ideal / soit engendre par /q et les 
(al^^) , avec /c G N. 



E7.10 Le couplage non degenere. 

Nous allons nous interesser a present au couplage : 

B : [/,(b_)/4"^ X [/^"^ -^ C 

{x,P) I — > e{x.P) 

D'apres la forme de /q = Iq , il est clair que Iq est un ideal de Hopf bi- 
gradue. Or, Paction de Uq{b-) sur Uq est bigraduee. Done, Uq{b^)/Iq est 
bigradue, ainsi que le couplage B. De plus, la structure de C/g(b_)-algebre- 

(n) 

module sur Uq , et le fait que e soit un morphisme d'algebres entraine que 



'application provenant de B : 




P ^ 


-^ [x^ eix.P) 



est un morphisme d'algebres. 

Proposition E7.3 L'application ^ est injective. 

(n) 

Demonstration. Soit P ^ Uq , P ^ 0. Alors, nous avons vu qu'il existe 
F un ensemble fini non vide tel que : 

2n 

avec V/3 G F, A^ 7^ 0. Soit q € -F le plus grand element de F pour la relation 
:<, et posons : 

2n 



x=n(4r) 
1=1 

Alors, le lemme E7.8| montre que : 

^(P).x = £{x.P) 



2n 



Pi 

uy 



=5^ v[^-n 

I3&F i=l 

= KM^ ^ 
ce qui prouve I'injectivite. □ 
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Proposition E7.4 L 'application lineaire : 

X I — > e{x. ) 

est injective. 

Demonstration. Cela decoule de la definition meme de Iq ! □ 

Le couplage B etant (bi)gradue, on pent remplacer le dual normal utilise 
jusqu'ici par le dual restreint (ou gradue). De plus, toutes les composantes 
graduees sont de dimension finie. Les deux propositions precedentes en- 
trainent alors immediatement que : 

[/(") = (C/,(b_)//W)' 
et : 



C/,(b_)//f ) = (f/("))', 



en notant par ' le dual restreint. Notons qu'une base du C espace vectoriel 

. Comme espace-vectoriel, 



Uq{b-)/Iq est donnee par les cl TT {ai2 ) 



i=l 



Uq et Uq{b-.)/Iq sont tons les deux isomorplies a C[Xi, . . . ,X2n]- 

Ceci acheve la demonstration de T4. En ce qui concerne T5, il suffit d'ap- 



pliquer la proposition E7.2 ainsi que I'isomorphisme entre C[i?+]q et les 



nouvelles realisations mis en evidence dans [13]. 



RETOUR SUR A^q^ 



De la meme fagon que Uq est une deformation quantique de U'^'^\ on 



aimerait pouvoir affirmer que JVq est une deformation quantique de A^'^'. 
Comme nous I'avons deja remarque, il faudrait imposer en plus les relations 

, , (fc) , (n-l)' (n-1)' (n)' (n)' ,;r - ^ . , 

entre les a\ ■ et a\i , a]^ 2 ) ^2 1 ' "^2 2 ■ '^'^^^^ meme apres cela, on ne 
voit pas trop comment on pourrait demontrer que Aq est une deformation 



quantique de A^"'', et que I'application ip de FA est injective (comme c'est 
le cas dans le cas classique). 

Cela dit, par analogic avec le cas classique, il est plus naturel d'introduire 
^g comme un localise de Aq : le localise suivant la partie multiplicative 5 
engendree par a^i , . . . , Og 2 • Mais, pour pouvoir localiser dans un anneau 
non commutatif, il faut reunir trois conditions exprimees dans [14]. Les deux 
premieres sont facilement verifiees sauf la troisieme qui exprime que S ne 
contient pas de diviseurs de 0. 

Par ailleurs, on pent voir que I'application : 
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definie en E4 est injective si Aq est integre. II est done naturel de conjec- 



ture! que Aq est integre. 

Etant donne Pisomorphisme entre f/g(n_) et Aq, dire que Aq est integre, 
c'est dire que I'algebre engendree par les operateurs d'ecrants S"*" et S" est 
isomorphe a Aq . 

D'autre part, notons que I'application : 



L : 



^W , C^n~2 ^ ((^*)2 



( ,1 I > [Cl,- ■ ■ ,Cn-l,di,. . . ,dn-l,Cn,dn) 

est injective car (a, b) est le couple de Bezout unique tel que du — cv = 1 et 
d°u < d°c, d"v < d°d. De plus, I'image de ^(") par i est Res<-i>(C*) ou 
Res est I'application Resultant : 

Res : C2"-2 x (C*)^ — > C 
[ci,... ,Cn-i,di,... ,dn-i,Cn,dn) I — > Res(c,d), 

n n 

avec c = y^ CiX^, et d = 1+/^ djA*. Par suite, C[^*-"''] s'identifie au localise : 

C[^(")] = Ch,d„ 1 < i < n - l][c±\d±i](R,,) (E7.10) 

ou (Res) est I'ideal engendre par le resultant "generique" de c et de d. En 
outre, il est facile de voir que la restriction de if ala sous algebre de Aq en- 
gendre par les Og ]^, i € {1, 2}, fc E N est injective. Done I'analogue quantique 
C[ci,di, 1 < i < n] est integre. II serait done satisfaisant de pouvoir intro- 

duire un resultant quantique pour generaliser (|E7.1C| ), et decrire la cellule 
de Schubert quantique. 

De maniere generale, on conjecture que si A^+ est la partie nilpotente 
positive de SL„, et si p est un entier positif, alors le quotient de C[A^+]g par 
I'ideal engendre par les a^ ■ pour k > p est integre. 



REMERCIEMENTS 



Tous mes remercienients vont a mon directeur de these B. Enriquez. 
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APPENDICE 



^ 

A Sur I'algebre An de la proposition [li;2.1| 

Rigoureusement les algebres A{t\^ . . . itn}/! et ^{{ii, . . . ,tn\}/I sont les 
suivantes : 

• L'espace A{ti, . . . ,tn} est par definition le A-module libre dont une base 
est donnee par I'ensemble S des suites finies a valeurs dans {!,... , n}. Si s 
et s' sont dans S, on definit de maniere evidente le produit de s avec s' que 
I'on note ss', et qui n'est rien d'autre que la juxtaposition de s avec s' . 

Fait 1 : yt e S, {{s, s') € S'^ / 1 = ss'} est un ensemble fini. 

On pent done etendre sans probleme le produit dans S* a un produit dans 
A{ti,... ,tn} par : 

Vx = y^ UgS, Vx' = y^ a'gi, xx' := /^i /^ as^s' )*• 

ses s'es tes ss'=t 

L'unite de A{ti, . . . , t„} est la suite vide 0. Le ^-module A{ti, . . . , i„} muni 
de ce produit est une algebre. C'est I'algebre (libre) engendree par la suite 
(= 1) et les suites elementaires t, = (i). 

L'ensemble des graduations sur A{ti, . . . ,i„} est en bijection avec Z"-. 
Nous considererons celle definie par : 

Vi, d% = 1. 

Elle munit A{ti, . . . , t„} d'une structure d'algebre valuee. On note v la val- 
uation. 

• On montre facilement que I'algebre quotiente A{ti,... ,tn}/I est un A- 
module libre dont une base est donnee par la famille t"^ . . . t°" avec Oj G N. 
C'est done le ^-module libre dont une base est donnee par l'ensemble A^ des 
n-uplets a valeurs dans N. 

Dans cette identification, la suite elementaire ti correspond au n-uplet : 

(0,... ,0,1,0,... ,0), 

oil le 1 est en i''™^ position, et le produit de deux n-uplets a = (ai, . . . , a^) 
avec (3 = (/?i, . . . , /?„) est defini par : 

avec 

a + (3 = {ai + Pi,... ,an+ Pn)- 
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La graduation introduite precedemment sur ^{ti, . . . , tn} passe au quotient, 
faisant de A{ti, . . . ,tn}/I une algebre valuee. De plus, la surjection canon- 
ique : 

vr: A{ti,...,tn} — >A{ti,...,tn}/I 

est telle que si x G A{ti,... ,t„}, alors, v[it{x)) > v{x). Done, vr est con- 
tinue. 

• L'espace A{{ti,... ,tn}} est par definition, le ^d-module forme par les 
fonctions de S dans A. Si f et g sont dans A{{ti, . . . ,tn}}, on definit le 
produit fg par : 

fg: S ^ A 

ss'=t 

Ceci definit une structure d'algebre sur ^{{ti, . . . ,in}}- De plus, I'applica- 
tion : 

S -^ A{{h,... ,tn}} 

S — > A 

oil 5g est le symbole de Kronecker s'etend en un monomorphisme d'algebres 
de A{ti, . . . , tn} dans A{{ti, . . . , tn}} car Vs, s' € S, 6sSs' = 5ss' et de plus, 
I'unite de A{{ti,... ,t„}} est clairement 6^. Ceci nous permet d'identifier 
A{ti, . . . , tn} a la sous-algebre de A{{ti, . . . , t„}} formee par les fonctions 
a support fini. 

On pent etendre a ^{{ti, . . . , tn}} la valuation definie sur A{ti, . . . , tn} 
par : 

V/GA{{ti,... ,tn}}, v{f) =lnf{v{s)/ s e S et f{s) ^ 0}, 

avec la convention que Inf0 = 0. Le plongement precedent est value. On 
montre que yl{{ti, . . . , tn}} est la completion formelle de A{ti, . . . , t„}. 
Notons les resultats suivants : 

Fait 2 : Soit / € A{{ti,... ,t„}}, v{f) > 1. Alors, 1 - / est in- 
versible, et (1 - f)-^ = 1 + / + ...+/" + ... 

La serie est bien convergente, car Vn, f (/") > n. 

Fait 3 : Vs G 5 3 ! A, G ^ 3 ! n, =: a G TV/ s = A.t"^ . . . C (mod /). 

Fait 4 : Va ^ N, {s G S, Us = a} est fini. 

Fait 5 : L' application : 



N — > S 
a I — > (1,... ,1,... ,i,... ,i,... ,n,... ,n) 

ai fois Oi fois «„ fois 



est injective. 
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Fait 6 : \fa€ N, {(^,7) G iV^ / P + 1 = a} est fini. 
Ceux-ci sont utiles pour le point suivant. 

• L'algebre A{{ti,... ,t„}}// est par definition le quotient de I'algebre 
^{{ti, . . . , tn}} par I'ideal engendre par / dans ^{{ti, . . . , tn}}, via le plonge- 
ment : 

A{tl,... ,tn}^A{{ti,... ,tn}}. 

L'ideal engendre par I est ferme dans A{{ti, . . . , t„}}. Ceci nous permet de 
definir une valuation quotiente (notee encore v) par : 

\/x G ^{{ii, • • • , tn}}, v{x) = sup {f (x + a), a € /}. 

On montre que A{{ti, . . . ,t„}}// est la completion formelle de I'algebre 
A{ti,... ,tn}/I. 

Par ailleurs, considerons J^(N,A), le A-module des fonctions de N dans 
A. Si f et g sont dans J^{N,A), on definit le produit de / avec g comme 
etant : 

f.g: N ^ A 

£•1 

L'expression a bien un sens d'apres le fait 6. Muni de ce produit, J-{N, A) 
est une A-algebre. 

D'apres le fait 5, A^ se voit comme une partie de S. Notons xn^ la fonction 
caracteristique de A^ dans S. Alors, I'application : 

HN,A) -^ A{{ti,...,tn}}/I 
f ^ dig) 



oil g est la fonction : 



g: S ^ A 

S > > XN{s)f{s) 



est un isomorphisme d'algebres. Son inverse est I'application : 



A{{h,...,tn}}/I -^ HN,A) 
cl(/) ^ g 



oil g est la fonction : 



g: N ^ A 



D'apres le fait 4, ceci a bien un sens. Ainsi, ^{{ti, . . . ,tn}}/I s'identifie a 
J-{N, A) comme algebre. 
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B Comultiplication tordue 

Nous rappelons la definition du produit tensoriel tordu d'algebres graduees. 
Dans toute la suite, k designera un anneau commutatif unitaire et k* I'ensem- 
ble de ses elements inversibles. 

Rappel : 

Soient A\, A^, deux k—algebres graduees et q E k* . Notons ii (resp. 12) 
I'injection canonique de Ai (resp. A2) dans Ai x A2 defini par Vai € Ai 
(resp. Va2 € A2), ii(ai) = (ai, 1) (resp. 12(0,2) = (1,02)^- H existe d isomor- 
phisme gradue pres, une et une seule algebre graduee (A, 6) et une unique 
application hilineaire f : AiX A2 — > A qui verifient la propriete universelle 
suivante : 

Soient B une k— algebre graduee et (p : Ai x A2 — > B une application 
hilineaire balancee (i.e., VA G k\/{ai,a2) € A1XA2, ip{Xai,a2) = (p{ai,Xa2) = 
Xf{ai,a2)) qui satisfait les deux conditions suivantes : 

(1) Pour tout k € {1,2}, I'application ip o ik est un morphisme d'algebres 
graduees de A^ vers B. 

(2) Pour tout (ai, 02) ^ AiX A2, avec a-i homogene de degre ai (i G {1, 2}), 

on a 

(ip o ii){ai){(p o i2)ia2) = v?(ai, 02) 

et i^p o i2){a2){ip o ii){ai) = g"i"V(ai,a2) 

Alors, il existe un unique morphisme gradue ip : A — > B tel que le dia- 
gramme suivant soit commutatif : 

A ^ B 

f\ /^ 

Ax X A2 

Comme espace vectoriel, A est isomorphe a A\ (8ifc^2- La structure d'algebre 
sur A se definit par : pour tons couples (01,02) et [a!x^a!<^ dans A\ x A2 
constitues d'elements homogenes, on pose : 

La graduation sur A est alors donnee par I'endomorphisme diagonalisable : 
b = b\® Id Ax + IdA^ ^^2^ ^i designant la derivation donnant la graduation 
sur Ai. 

On notera Ai ®q A2 le produit tensoriel g— tordu de Ai et de A2., et Ai(^A2 
le produit tensoriel g~^— tordu de Ai et A2, c'est a dire Ai (X>g-i A2. 

Par associativite, on montre egalement que I'on pent definir le produit ten- 
soriel g— tordu de plusieurs algebres graduees. Si n € N*, si Aj, i G {1, . . . n} 
est une algebre graduee, et si Oj G Ai est homogene de degre Oj, alors 
ai® . . . ®an est homogene de degre ai + . . . + a„. 
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Soient maintenant A, B, C, D quatre algebres graduees, g : CxD — > C®qD 
I'application bilineaire naturelle, et u : A — > C et v : B — > D deux 
morphismes gradues. alors, g o [u x v) : A x B — > C ®q D est une appli- 
cation bilineaire satisfaisant les deux proprietes requises de la proposition 
precedente. Par la propriete universelle du produit tensoriel g— tordu, on en 
deduit I'existence d'un morphisme gradue note 

U®qV: A®qB > C ®qD 

tel que 

V(a, h) e AxB, {u ®q v){a (gig b) = u{a) (gg v{b). 

Par associativite, on pent egalement definir le produit tensoriel g— tordu de 
plusieurs morphismes gradues. 

Exemples : 

• Pour i G {1, . . . ,n}, on definit une graduation sur k[xi,x~ ] et k[yi,y~ ], 
en decretant que d"xi = 1 et d°yi = — 1). 

Pour i £ {1, . . . ,n}, on a deux morphismes gradues : 

Ui : k[xi,x^ \ > k[x-^ ,...,y^ \q 

et : 

Vi-- k[yi,y~^] — > k[x^^,... ,y^% 

yf — yf 

• Sur I'ensemble E := \ui,Vi;i,j £ {1, . . .n}\, on a une relation d'ordre 
total defini par : Pour {a, (3) £ E"^ , a ~< P si et seulement si on est dans I'un 
des quatres cas suivants : 

1. a = Ui, (3 = Uj et i < j 

2. a = Ui, (3 = Vj et i < j 

3. a = Vi, (3 = Uj et i < j 

4. a = Vi, (3 = Vj et i < j. 

On montre facilement que si {a, (3) G E'^, alors 

a^P^yx,y, I3{y)a{x) = g-(^°^)(^°^)a(x)/3(t/). 
Par suite, il existe un morphisme gradue : 



Ui(g)...^Vn I > Ui...Vn 

II existe sur /cjx^ , • • • , yt^}, une graduation telle que : 
d°xf^ = ±1 et d°yf^ = ^1. 



(B.l) 
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Le morphisme : 



xf^ I — > m.-.^xf^^...^! 

yf^ I — > 1® . . . (^yf^® . . . (§)1 

est gradue et se factorise en un morphisme gradue : 

V': k[xf^,... ,y^% — > k[xi,xl'^]®...(^k[yn,yn^] 
xf^ I — > !(§)... (g)xf ^0 . . . (g)l 
yf^ I — > 1(§) . . . ®yf^® ...®l 

• II est facile de voir et ^ sont inverses I'une de I'autre. Par suite, (p et ^ 
sent des isomporphismes gradues. 

Revenons a I'algebre Aq de |l.7| . 

• On pose : C{X) = [aij{X)] G M2{Aq). On a : 

R{-)C\\)HC^{li) = C\fi)HC\X)R{-). (B.2) 

Les deux matrices C^{X) et C^ijj) ne commutent pas dans M4(^y). 

• L'algebre Aq etant graduee, considerons les deux morphismes d'algebres 



suivants : 














9 ■ 


Aq - 


-^ Aq®Aq 


et 


d: 


Aq - 


-^ Aq®Aq 




X — 


-^ Xlgll 






X — 


-^ 1®X 



Pour tout n E N*, I'application g (resp. d) se prolonge en un morphisme 
d'algebres de Mn{Aq) dans Mn{Aq^Aq). On notera M^ (resp. W^) I'image 
de M par ce morphisme. 

• II est clair que 

Vi G {1,2} Vx G {g,d} {C\\)Y = {C^{\))\ 
Par suite, on notera £*'^(A) pour (£*(A)) . 



La relation B.2 entraine immediatement les deux relations suivantes 



R(-)C^3(^X)HC^9{fi) = C'^a{p)HC^9{^X)R{-) (B.3) 

R{-)C^\X)HC^\li) = C^\^JL)HC^'^{X)R{-) (B.4) 

Les matrices £^3(A) et >C^^(/i) ne commutent pas dans Mi{Aq), pas plus que 
L^'^{X) et C'^^{ij). Cependant, on a le lemme suivant : 
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Lemme B.l Les relations suivantes sont verifiees dans M4^{Aq) : 

Ad{H) {C^3{X)) C'^'^ifi) = C^'^{fx)Ad{H) (C^^iX)) (B.5) 

Ad{H) (£^3(A)) £i^(/i) = C^'^{fx)Ad{H) (^^^(A)) (B.6) 

Ad{H){R{^))=R{^) (B.7) 



Demonstration. La derniere egalite est claire d'apres ( I.IOD et ([l.g|). Les 



deux autres relations se verifient matricielement. Par exemple, 

Ad{H){C^S{X)) 

( ai,i(A)®l g~^ai,2(A)(g)l \ 

g5a2,i(A)(g)l a2,2(A)(^l 

ai,i(A)(g)l g^ai,2(A)0l 

V ^"5a2,i(A)(2)l a2,2(A)(g)l / 



et _ 

y^l®ai,i(/i) l(»ai,2(Ai) ^^ 



l0ai^i{^) l®ai,2(/u) 

l<X)a2,i(/i) l(8)a2,2(Ai) 



\ l«>a2,i(^) l®a2,2(/u)/ 

Le fait que ces deux matrices commutent est une consequence de I'egalite : 

pour i,j,k,l G {1,2}. D 

Nous pouvons a present en deduire I'existence d'une comultiplication tordue 
sur Aq. 

Proposition B.l Soit A V application suivante : 

A : A > Aq^Aq 

£(A) — > C{X)^C{X) = C9{X)C'^{X) ■ 

Alors, A definit un morphisme d'algebres graduees tel que Iq C ker A. D'ou 
Von en deduit un morphisme d'algebres graduees note encore A ; 

A : Aq > Aq®Aq 

£(A) -^ £(A)0£(A) 

Demonstration. Le fait que A soit gradue est clair. Pour montrer qu'il 
definit un morphisme d'algebres de Aq dans Aq®Aq, il faut voir que 



h(R{-)C\X)HC^{^j)^ = h[c^{^)HC\X)R{- 
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L'application A etant un morphisme d'algebres, on a : 



R{-)C^3^\)H[Ad{H-^){C^\\))C^3^fi))c;^d^^-^ 



Soit, d'apres QB.q ), 



h(R{-)C\\)HC\i,)) = R{-)C^^{\)H[c^3{i,)Ad{H-^){C'\\)))c^\^) 



= {R{-)C^^{X)HC^3{f,))H-\C^''{X)HC^'^{fi)) 
Puis, d'apres Q) et ( |B?7| ), 

A{R{-)C\X)HC\fi)) = {C^9^ix)HC^3{X)R{-))H-^C^\X)HC'^%ij) 

= £^3^ij)HC^s^X)H-^ [R{-)C^\X)HC^\ix)) 



En utilisant ensuite (B^) et (|B.5| ), on obtient : 
a(r{-)C^{X)HC^{ix)^ = C^3{^ii)HC^3^X)H-^[c'\ii)HC^^{X)R{-) 

= C^3{^ii){HL^3(^x)H-^C^\ii))HC^\X)R{ ' 



C^^{l,){Ad{H){C^3{X))C'\i,))HC^\X)R{-^] 

C'3{f,)[c'\^)AdiH){C'3{X)))HC"'{X)R{j^] 

C^^{fi){C^'^{fi)HC^3{X)H-^)HC^'^{X)R{-) 

C'^3{li)C^'^{fi)HC^'^{X)C^'^{X)R{-) 

A{C\i,))HA{C\X))R{j^) 

a(c\i,)HC\X)R{-) 



D 
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